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RESUMO
Este trabalho  procura u t i l i z a r  algumas das id é ia s  de 
J. P ia g e t , em especial a "Ló gica  O peratória  In t r a p r o p o s ic io n a l " ,  
para  uma a n á lise  das relaçSes  de herança entre  c lasse s  
empregadas em sistem as de representação de conhecim ento.
Procura-se s istem atizar  a noção de taxonom ias do
conhecim ento "c i e n t í f i c o " ,  ou "c la s s if ic a ç S e s  s is te m á tic a s ".
Estas  estruturas  foram u t il iz a d a s  por P iaget  como ponto de
p a rt id a  para a descoberta  de estruturas  c o g n itiv as  do 
conhecim ento c ie n t í f ic o .
Em e s p e c ia l , define- se a relação  h , que determ ina
C S
q uais  relaçSes  de herança seguem de uma iaxonom ia do 
conhecim ento c ie n tí f ic o .
A noção de c la s s if ic a ç ã o  do conhecim ento c ie n t í f ic o  é 
comparada com a de "c la s s if ic a ç ã o  do senso comum".
São mostradas as d iferen ças  en tre  estes  conceitos . 
Determina-se a sem ântica das c la s s if ic a ç S e s  do senso  comum nas 
estru tu ras  de agrupamentos de P ia g e t , v ia  uma extensão 
epistâm ica  da ló g ic a  de c lasses .
Ê estudada a relação  de herança do senso  comum que 
adm ite exceçSes.
Ê também apresentada  a form ulação usual em ló g ic a  de 
p re d ic ad o s , e é proposta uma formulação em ló g ic a  de c lasses  
estendi da.
Conclui- se que a d e fin iç ã o  in t u it iv a  da relação  de 
herança empregada em uma form ulação em ló g ic a  de c lasse s  pode 
ser d ife r e n t e  daquela  que é empregada em uma form ulação em 
ló g ic a  do proposiçSes.
Observa- se, em especial na form ulação em ló g ic a  de 
c la s s e s , que as relaçSes  de herança não- estrita  não se  adaptam
à B slrutura  do grafo  d irec io n a d o  a cíc lico .
Na verdade , a relação  de herança não- estrita  não
e stabelece  uma ordenação en tre  as c lasses  Cno sen tid o  de
conjunto  parcialm ente  ordenado , ou CPOD , mas uma possível 
sim etria  en tre  estas  c lasse s .
Esta  observação não aparece tão claram ente na
formulação p r o p o s ic io n a l , já  que a relação  de herança é
mascarada pelo  uso da im plicação  ló g ica  C-O, o que dá uma 
aparência  de ordenação p a r c ia l .
V erifica- se  o que ocorre quando são combinadas 
relaç<?es de herança com ou sem exceçSes em uma única  te o ria  de 
herança.
Ê f e i t a  a in d a  alguma sistem atização  da ló g ica  
operatória  in trap ro p o sic io n al de P iaget.
Esta s istem atizaçã o  não prima pelo  r igor ,  mas em 
fornecer algum entendim ento básico  para os não in ic ia d o s  em 
Pi a g e t .
O trabalho  abrange a sistem atização  dos quatro 
agrupamento do c las^cu  da ló g ic a  intrap rop o sic io nal , e re leg a  o 
estudo dos quatro agrupamentos de relaçSes  para um trabalho  
poi» Ler i or .
Palavras- chave: ló g ic a  o p erató ria  in t r a p r o p o s ic io n a l , herança de 
a tr ib u to s , ló g ic a  não-monotônica, p s ico lo g ia  c o g n it iv a , 
semânt.i ca.
ABSTRACT
Th is  work use*; some id eas  of Jean P ia g e t , m ainly  the 
O perating  L o g ic , for an a n a ly s is  of in h eritan ce  r e la t io n s h ip s  
used in  knowledge represen tatio n  systems.
The notion  of " s c i e n t i f i c "  knowledge c la s s if ic a t io n s  
a?; d e fin e d  by P iaget  i s  shown. These structures  were used by 
P iaget as a s t a r t in g  point to  f in d  the co g n itiv e  stru ctures  of 
s c ie n t i f ic  knowledge.
I t  i s  a ls o  d e fin e d  a re la t io n  w . Th is  r e la t io n  t e l lscs
whether an in h e r it a n c e  r e la t io n s h ip  follow s from a s c ie n t i f ic  
knowledge taxonomy or not.
The notion  of sc ien tific , knowledge c l a s s i f i c a t i o n  is  
compared w ith  that o f "commonsense c l a s s i f ic a t io n " .
The d if fe r e n c e s  between these concepts are  shown. The 
sem antics o f common sen se  c la s s if ic a t io n s  is  determ ined in  terms 
of P i a g e t ’ s "groupm ents", through an epistem ic extensio n  of the 
logic  of c la s s e s .
The common sense  in h eritan ce  r e l a t io n s h i p  with 
exceptions  i s  stud ied .
The usual form ulation  of in h eritan ce  in  p ropositional 
lo g ic  is  p resen ted , and a form ulation  in  the extended lo g ic  of 
c lasse s  i s  proposed.
The co nclusio n  is  that the in t u it iv e  d e f in it io n  of 
in h e r ita n c e  r e la t io n s h ip  in  one form ulation  may be d if fe r e n t  of 
that in  the  other.
I t  i s  observed in  the form ulation  in  lo g ic  of c lasse s  
that non- strict in h e r ita n c e  re latio n sh ip s  d o n ’ t adapt to the 
stru cture  o f an a c y c lic  d ire c te d  graph.
In  f a c t ,  the  non s t r ic t  in h eritan c e  r e la t io n  d o e sn ’ t 
s t a b l is h  an o rderin g  between c lasses  C in  the sense  of a
p a r t i a l l y  ordered set., or POSETD , but, i t  s ta b lish e s  a p o s s ib le  
simmstry between these  c lasses .
Th is  is  not so clear in  the prep o sitio nal form ulation , 
because  the in h e rita n c e  r e lat io n  is  masked by using  lo g ic  
impl ic at ion  C -O , what g ives  an appearance of p artia l  ordering .
It  is  v e r i f i e d  what occurs when in h e r ita n c e  r e la t io n s  
w ith  or without exceptions  are  mixed in  one s in g le  theory.
I t  is  nrwcJi? som» s iste m atiza t io n  of the P ia g e t ’ s 
in trap ro p o sitio n al  operating  lo g ic .
Th is  s is te m a tiza t io n  d o esn ’ t try  to  be r ig o ro u s , but 
g ives  some basic  understanding  on th is  theme.
The work invo lves  the si stemati za t io n  of the  four 
groupments; of c lasse s  of the i ntraproposi ti onal l o g i c ,  and 
leaves  the  study  of the four groupments of r e la t io n s  for a 
fu tu re  work.
Keywords: in trap ro p o sitio n al  operating  l o g i c ,  in h e r it a n c e  of 
a t t r ib u t e s , non- monotonic lo g ic , co g n itiv e  p sico lo g y , sem antics.
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1 INTRODUÇÃO
Quando se ouve fa la r  de Jean  P ia g e t , freqüentemente 
seu nome é associado  a uma t e o r ia  ed u cac io n al, id e n t if ic a d a  pelo  
nome de "T e o r ia  de P i a g e t " . Apesar d is s o , P iaget nunca se 
considerou  como um educador . E le  era na verdade um b ió lo g o , que 
se in teresso u  em c o n str u ir  uma t e o r ia  b io ló g ic a  do conhecim ento. 
Dedicou , então , toda a sua v id a  a buscar uma resposta  para a 
pergunta "como crescem  os conhecim entos?" (v . p . e x .  [PIA  78] 
pag . 3 3 ) .
A t e o r ia  do conhecim ento de P iaget  tem sido  u t i l iz a d a  
principalm ente  por p sicó lo g o s  e educadores. Dal a freqüente  
relaçSo  que se faz  entre  e le  e a educaçSo.
Também se costuma ver P iaget  como um estudioso  do 
comportamento das c r ia n ç a s . Is so  se deve ao fato  de que e le  
buscou c o n s t it u ir  sua t e o r ia  a p a r t ir  da observaçSo de como se 
dá a gênese do conhecim ento desde a in fâ n c ia .
Como e stu d io so  do conhecim ento, P iaget se 
auto-denominava "e p is t e m ó lo g o ". Embora a palavra  "ep istem o lo gia " 
designe  o estudo do conhecim ento c ie n t i f i c o , e "g n o s io lo g ia " 
fosse  um termo mais apropriado  para designar  o estudo do 
conhecimento em g e r a l , P ia g e t  adotou o nome "ep istem o lo gia " por 
estar  convencido de que o conhecim ento se c o n stro i, tanto  na 
c iê n c ia  quanto na pessoa  humana, desde a in fâ n c ia , segundo os 
mesmos p r in c íp io s .
1 .1  Lógica
Sendo a linguagem  ló g ica  uma ferram enta para a 
representação do conhecim ento (v . [CAR 88] entre o u t r o s ), a 
d ist in ç S o  entre  a ló g ic a  e a epistem ologia  é que , enquanto a 
epistem ologia  se ocupa em estudar  as relaçSes  entre o s u je it o  
cognoscente e o o b je to  de seu conhecim ento, a ló g ica  é cada vez 
mais uma c iê n c ia  form al das transform açSes sim bólicas (v . p . ex .
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introduçSes  à ló g ic a  como a de [END 7 2 ] ) .
P ia g e t  fa la  de métodos para o estudo da ló g ic a . Esses 
métodos podem v a r ia r  e , apesar de possivelm ente levarem  às 
mesmas fórm ulas f i n a i s ,  podem dar d iferen tes  v isSe s  da obra de 
form alização  da ló g ic a  (v . [P IA  76] pag . 20-21) .
Em seus estudos de ló g ic a , P iaget procurou dar mais 
ê n fase  à noçSo de operaçSo e de to talid ad es  o p e ra tó r ia s , em 
oposiçSo  a outros métodos da época (década de 4 0 ) ,  que 
procuravam conceber a ló g ica  como uma teo ria  com posicional de 
fatos  atôm icos. E le  argumentava que uma proposiçSo  só tem 
sentido  enquanto s o l id á r ia  com uma estrutura  o peratória  g lo bal 
(v . [PIA  76] p ag . 4 0 ) .
A oposiçSo  mais im portante em termos de métodos era  a 
que e x i s t i a  entre  aqueles  ligados  à procura de uma ordem natural 
de construçSes e os que visavam , antes de mais nad a , a 
construçSo  formal e a depuraçSo da demonstraçSo (idem  pag . 2 0 ) .
Mas qual é o sentido  de se f a l a r , em ló g ic a , sobre 
construções mais n atu rais  ou mais a r t i f i c i a i s ?  Ê p rec iso  
compreender que P iag et  id e n t i f ic a  o conhecimento a um processo  
de a b straçSo . Este  processo  se in ic ia  em estruturas  que e le  
co nsidera  mais n atu rais  ou concretas . A p a r t ir  do r a c io c ín io  
sobre e stas  e s tru tu ra s , constroem-se estruturas  de ordem 
sup erio r , ou s e ja , mais a b stra tas . Este processo se dá através 
de várias  e ta p a s . A cada etap a , chama-se a estru tu ra  de p a rt id a  
de "c o n te ú d o ", e a estru tu ra  resultante  da abstraçSo  de "fo r m a ". 
Assim , o conhecim ento se desenvolve através de uma c ad e ia  de 
conteúdos e form as, sendo que esta  cad eia  nSo tem um in ic io  
a b so lu to , e também nSo tem um fim  conhecido . A cada estág io  
desta  c a d e ia  pode corresponder uma linguagem  ló g ic a , a qual 
form aliza  o conhecim ento até entSo construído .
Ao presente  trab a lh o , interessam  as form alizaçSes  de 
duas etapas desta  c a d e ia : a ló g ica  das c lasses  e a ló g ic a  das 
p ro p o siçõ es . A ló g ic a  das c lasses  desempenha o papel de conteúdo 
concreto  em relaçSo  à ló g ica  das proposições, sendo esta  últim a
uma forma com relaçSo  à p rim eira .
Esta  m aneira de conceber a ló g ic a  encontra 
ju s t i f ic a t iv a  p s ic o ló g ic a  se for  observado que os algoritm os da 
deduçSo formal da ló g ica  das proposiçSes foram d e f in id o s  a 
p a r t ir  dos rac io c ín io s  da ló g ica  das c la s s e s . Por exem plo, d iz e r  
que "todos os homens sSo m o rtais ; Sócrates é homem; portanto  
Sócrates é m ortal" é ,  com e f e it o , decompor as proposiçSes  em 
c la s s e s , in c lu ir  a c la s s e  dos homens na dos m ortais e c o n c lu ir , 
da p ert in ê n c ia  de Sócrates à prim eira  c la s s e , sua p e r t in ê n c ia  à 
segunda (v . [P IA  76] p ag . 3 3 ) :
DHomem £ [Mortal Sócrates e  DHomem
Sócrates e  [Mortal
A p a r t ir  desse r a c io c ín io  sobre c la s s e s , pode-se 
determ inar uma regra  de rac io c ín io  sobre p ro p o siçSes . Para este  
c aso , tem-se a reg ra :
(Vx) A<yme*n,(x) -* <n<9"UtU (x ) S ó c r a te s )
nursilal (S ó c r a te s )
EntSo , ao invés de operar sobre o conteúdo concreto  
(as c l a s s e s ) ,  opera-se sobre suas formas (as p r o p o s iç S e s ), onde 
o que determ ina a v a lid ad e  da regra  sSo apenas os valo res  
verdade de cada p roposiçSo . Realizou- se assim  um passo de 
abstraçSo , p artindo  do mais concreto  para o mais a b stra to .
Pode-se, in c lu s iv e , g e n e r a liza r  esta  re g ra , 
estabelecendo  que e la  v ale  para quaisquer  p ro p o siçSes :
(p -> q ) ^  p
q
Ao proceder assim , realiza- se  uma abstraçSo  no sentido  
do mais e s p e c if ic o  para  o mais g e r a l . Po rtanto , sSo do is  t ip os
1 7
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de abstraçSo , o prim eiro  é o sentido  p sico ló g ico , ou p ia g e t ia n o , 
e o segundo é o sentido  matem ático, ou r u s s e lia n o , (v . [PIA  76] 
pag . 34-39 ) .
Esta  últim a regra  de dedução pode tomar ainda  a forma 
de uma fórmula tau to ló g ic a  da ló g ic a  de p ro p o siçSes , is to  é ,  uma 
proposiçSo  composta que é v erd ad e ira  em qualquer interpretação :
( (p -» q) ^ p) -» q
0  processo  que acaba de ser r e a liza d o  exem plifica  o 
que P iag et  chamou de "busca  por uma ordem natural das 
c o n s t r u ç S e s ". E le  co n siste  em procurar a c ad eia  de formas e 
conteúdos que dãío origem  às construçSes cada vez mais ab stratas .
Pelo  fato  do rac io c ín io  sobre c lasse s  (e re laçSes) 
caracterizar- se  p ela  decomposição das proposiçSes em c lasses  (e 
r e la ç S e s ) ,  P iaget  chamou a ló g ica  d estas  estruturas de 
"in t r a p r o p o s ic io n a l " . Por outro la d o , a ló g ica
"in t e r p r o p o s ic io n a l " s e r ia  a pró p ria  ló g ica  das proposiçSes , uma 
vez que esta  nSo opera sobre o conteúdo das proposiçSes , mas 
apenas sobre com binaçSes form ais de seus valores-verdade (v . 
[P IA  76] p ag . 3 2 ] ) .
Está-se fa la n d o , portanto , de duas linguagens ló g ic a s : 
uma mais abstrata  (psicologicam ente  fa la n d o ) , que é a ló g ica  das 
pro p o siçSes , e outra  mais co n creta , que é a ló g ica  das c la s s e s :
m a i  8 a b a t  r a t  o
Lóg ica  das 
C lasses
Lógica  das 
ProposiçSes
m a i s  c o n c r e t o
F ig . 1 . 1 :  A bstraçSo  p s ic o ló g ic a .
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Russel asso cio u  a noção de c lasse  á de função 
p r o p o s ic io n a l . Qualquer c la s s e , por exemplo, "A "  pode ser 
d e f in id a  por uma função p ro p o sicio nal " a ( x ) " ,  através de :
*  =df { x I a (x) }
A  e q u iv a lê n c ia  entre c lasses  e funções p ro p o sic io n a is  
perm ite que qualquer operação de c lasses  s e ja  in terp retad a  na 
linguagem  das p ro p o siçõ es . Então, para R u sse l , a noção de 
c la s s e , e a p ró p ria  ló g ic a  das c la s s e s , d e ixa  de ter  necessid ade  
form al, já que a ló g ic a  das proposições tem o mesmo poder 
e x p re ss iv o .
Se essa  a n a lo g ia  entre a lógica  das c lasse s  e a ló g ica  
das proposições perm ite que as operações de uma sejam  
in te rp re tad a s  na o u tra , então qual o sentido  de buscar a ordem 
correta  das co nstruçõ es , is to  é , quais  sSo as d iferen ç as  que 
podem ser encontradas ao optar pelo  método de começar a a n á lise  
ló g ic a  p elas  estru tu ras  mais concretas? Veremos algumas destas  
im plicações no decorrer  deste  trab alh o . Em e s p e c ia l , queremos 
dem onstrar que te o r ia s  de herança formuladas em ló g ica  
p ro p o sic io n al  ou em ló g ic a  de c lasses  podem estar  fundamentadas 
em noções in t u it iv a s  d is t in t a s . 0  estudo e comparação destas  
in tu iç S e s  será nosso p r in c ip a l  o b je tiv o .
1.2 Teorias de Herança
A m anipulação de teo rias  de herança de a trib uto s  é uma 
das p r in c ip a is  ferram entas de sistem as baseados em conhecim ento. 
Existem  v á r ia s  implementações de linguagens para tr a ta r  estas  
t e o r ia s , mas segundo J .  D ix , seus resultados  d iferem  e são 
n ão- intuitivos  (v . [DIX  89] pag . 3 ) .  Há, assim , a necessid ade  de 
uma t e o r ia  formal que descreva  como um atr ib u to  (inform ação 
sobre uma c la s s e  de o b jeto s ) é herdado, e uma sem ântica de 
modelos p r e c is a , que descreva  o s ig n ific a d o  de "um fato  segue de 
uma t e o r ia  de h e r a n ç a ".
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T o d a v ia , existem  certas  d if ic u ld a d e s  para e stab elec er  
o s ig n if ic a d o  de uma t e o r ia  de herança quando há inform açSes 
c o n t r a d it ó r ia s .
Em g e r a l , uma te o ria  de herança é form alizada  em uma 
linguagem  ló g ica  p ro p o s ic io n a l . Mas a ló g ic a  p ro p o sicio nal 
c lá s s ic a  nSo é adequada para expressar o conhecim ento do senso 
comum, já que o conhecim ento do senso comum é in e x ato , 
incom pleto e nSo-monotônico, entre outras c a r a c t e r í s t ic a s , que a 
ló g ic a  c lá s s ic a  nSo possui (v . [DEL 87] cap . 3 ) .  Acontece que o 
racioci n io  do senso comum é re la t iv o  ao conhecim ento e também à 
fa l t a  de conhecim ento do agente (s u je it o  co gno scente ) .  Tornou-se 
entSo necessá rio  extender a própria  ló g ica  através de operadores 
ep istêm icos , como "K "  (v . p . e x .  [LEV 8 4 ] ) .
A  p r in c ip a l  d if ic u ld a d e  está em e stab elec er  o 
s ig n if ic a d o  da ló g ica  assim  e sten d id a . J .  D ix  afirm a que as 
te o r ia s  de s ig n if ic a d o  ex isten tes  para as ló gicas  
nSo-monotônicas (v . [McD 8 0 ] ,  [MOO 85 ] ,  [DEL 8 7 ] ,  [REI 80 ] )  nSo 
são c lara s  e nem in t u it iv a s  (v . [DIX  89] pag . 8 ) .  Apenas o 
método da c ircu n scriç ã o  tem uma sem ântica de modelos mais 
in t u it iv a  (v . [McC 8 0 ] ) .  Mas o próprio  McCarthy adm ite que o 
conceito  de "a s p e c t o s " , necessário  para determ inar herança numa 
t e o r ia  c ir c u n s c r it a , nSo é in t u it iv o  (v . [McC 8 6 ] ) .  NSo estará 
pois  o problema da determ inaçSo destas sem ânticas no método 
empregado para fo rm alizar  a noçSo de herança? E como será a 
sem ântica da herança se e la  for  form alizada  pelo  método da busca 
da ordem natural das construçSes?
A noçSo de relaçKo  de herança tem sido  form alizada  
através de quatro  tipos  de r e la ç S e s . Temos as relaçSes  e s t r it a s  
e n2o- estritas  e também relaçSes  p o s it iv a s  e n e g a t iv a s . A 
herança é e s t r it a  quando nSo admite exceçSSes. E la  é representada  
por " (A + J=> B ) " no caso p o s it iv o  e " (A  -|=> B ) "  no caso n e g ativ o , 
onde:
21
(A +(=> B) ^  (Vx) a ( x )  -> S(x)
(A -)=> B) =df (Vx) a ( x ) -» -ií(x)
A herança é nSo - estrita , quando é deixad a  em aberto  a 
p o s s ib ilid a d e  de exc eç S es . E la  é representada  por " (A  + h» B ")  
para o caso p o s it iv o  e " ( A  - i-> B ) "  para o caso negativo , onde:
(A +(-» B) =df (Vx) o-(x) /s -üC-ií(x) -* 4{x)
(A - B) =df (Vx) a-(x) /s -iKÍ(x) -> -T^(x)
Empregando a busca p e la  ordem natural das construçSes , 
quais  seriam  as d ife r e n ç a s  encontradas se , ao invés de 
fo rm alizar  a herança em ló g ic a  de proposiçSes e la  t iv e sse  sido  
form alizada  em ló g ic a  de c lasses?  S e r ia  essa  semântica mais 
c lara  ou mais in t u it iv a ?
Se for  p o ssív el m ostrar que a ló g ica  das c lasses  dá 
uma semântica c la r a  para  as relaçSes  de herança , então essa  
semântica pode s e r v ir  também para a ló g ica  das proposiçSes 
através de uma in terp retaçSo  entre  as lin g u ag en s . Isto  tornará 
possível a comparaçSo das in tu iç S e s  que se têm a respeito  da 
relação  de herança nas d iv e rsas  abordagens.
Po rtanto , se as fórmulas sSo análogas (mutuamente 
in terp retá v e is ) na ló g ic a  das c la s s e s  e na ló g ica  das 
pro p o siçSes , as d ife r e n ç a s  que se pode encontrar ao proceder à 
form alização  em uma ou oütra ló g ic a  devem estar  na in tu iç So  
subjacente  à d e f in iç S o  da relaçSo  de herança .
Falar-se-á, en tSo , de te o r ia s  de herança através de 
duas l in g u ag en s : a p ro p o sic io nal e a das c la s s e s . A  linguagem  
p ro p o sicio nal será apresentada  segundo as d e fin iç S e s  de J .  D ix  
(v . [DIX  89] p ag . 3-7 ) .  Uma t e o r ia  de herança será d e f in id a  por 
um conjunto  de p roposiçSes  "T "  e um algoritm o de d e r iv a b ilid a d e  
ló g ica  " t- " para  o caso  monotônico e " h—p " para o caso 
nSo-monotónico.
A  linguagem  de c lasse s  para fa la r  de teo rias  de
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herança é uma extensão  daquela  que fo i  d e fin id a  por P iag et  para 
expressar  en caixes  a d it iv o s  e m u ltip licativ o s  de c lasse s  (v . 
[PIA  76] pag . 74-118 e v .  a n e x o ).
Será mostrado porque a lógica  da c la s s if ic a ç ã o  
sistem á tica  de P ia g e t  não corresponde à lógica  da c la s s if ic a ç ã o  
do senso comum. Este  estudo  e x p lic ita rá  as p r in c ip a is  d iferen ç as  
entre o conhecim ento c i e n t i f i c o  e o conhecimento do senso comum.
A  s e g u ir , será mostrada uma extensão epistêm ica  à 
ló g ic a  das c la s s e s , e serão d e fin id o s  os algoritm os para " t- " e 
" ^ c " ,  segundo a in tu iç ã o  subjacente  à ló g ica  das c la s s e s . As 
te o ria s  de herança em linguagem  de c lasses  serão representadas 
através de um conjunto  "S "  de equações epistêm icas .
Ao proceder à comparação entre a d e r iv a b ilid a d e  na 
linguagem  das proposições e na linguagem  das c lasse s  e sten d id a , 
observa-se que são eq u iv a len tes  para o caso monotônico.
S e ja  " / "  uma função de tradução da ló g ica  das 
proposições para  a ló g ic a  das c lasse s  este n d id a , e se ja  "f 1" a 
função in v ersa  de " / " .  Então :
(T hp a ) -> (S  hc / ( a ) )
(S hc a )  -> (T hp / -1 ( a ) )
Porém no caso  não-monotônico, ta l  equ iv a lên c ia  pode 
não o co rrer . Is so  se deve às d ife r e n te s  intu ições  que são usadas 
na linguagem  das c la s s e s  e na linguagem  p ro p o sicio nal para 
d e f in ir  as relaçõ es  i-~ e t-~ .P C
Será m ostrado porque a semântica da te o ria  de herança 
não- estrita  na ló g ic a  p ro p o sic io n al é problem ática , e será 
m ostrada uma sem ântica c la r a  e in t u it iv a  para herança 
form alizada  diretam ente  na ló g ic a  das c lasses  e ste n d id a .
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2 CLASSIFICAÇÃO SISTEMÁTICA
Nas c la s s if ic a ç S e s  s istem á ticas , estudadas por P ia g e t , 
o ú nico  tip o  de herança é a herança e s t r it a  p o s it iv a  (relação  
que será sim bolizada  por "+ )=> "). Outra c a r a c te r ís t ic a  própria  a 
uma c la s s if ic a ç ã o  sistem ática  é a e x is tê n c ia  de uma noçSo de 
c o n tigü idade  entre as c la s s e s .
Um exemplo de c la s s if ic a ç ã o  sistem á tica  é a taxonomia 
b io ló g ic a  dos seres v iv o s . A  noçSo de co n tigü idade  é dada pela  
d iv is S o  da h ierarq u ia  em n í v e is , que compreendem: e s p é c ie s , 
gêneros , fa m ília s , ordens, c lasse s  (propriam ente d i t a s ) ,  f i l o s  e 
r e in o s :
F ig . 2 . 1 :  N íveis  da h ie rarq u ia  da taxonom ia b io ló g ic a .
Uma espécie  só pode estar  encaixada  diretam ente  num 
gênero , o gênero numa fa m ília , e assim  por d ia n t e . Uma espécie  
nSo pode estar  diretam ente encaixada  em uma fa m í lia , ou numa 
ordem, e t c , sem que h a ja  um gênero in term ed iá rio , ou um gênero e 
uma fa m ília , e t c , porque este  tip o  de en caixe  fe re  o p r in c ip io
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de c o n tig ü id a d e . Além d is s o , toda c la s s e 1 , com exceção dos 
re in o s , está c o n tid a  em uma outra  c la sse  sup erio r , e toda 
c la s s e , com exceção das esp é c ies  contém outras c lasse s  de n iv el 
in f e r io r .
Nas d e fin iç õ e s  p o s te r io r e s , os símbolos &  
representarão  c la s s e s  do n ív el  mais b a ixo  da h ierarq u ia  (as 
"e s p é c i e s " ) .  Os símbolos 03 ^ representarão  c lasses  do nível 
im ediatam ente sup erio r  a (ou s e ja , os "g é n e r o s " ) , e assim  por 
d ia n t e , conforme a coluna  à d ir e it a  da fig u ra  2 .
Segundo P ia g e t , as operações sobre c lasse s  (e 
relações) se estruturam  segundo a á lgebra  dos "agrupam entos".
Um agrupamento de c la s s e s  é um par ( C , o ) ,  onde C é um 
conjunto  de operações de c la s s e s  in c lu in d o :
a) Operações d ir e ta s
b) Operações inversas
c) Operação id ê n t ic a  (ou neutra)
d) Operações id ê n t ic a s  e sp e c ia is
e "o "  é uma função de composição da forma:
o : C x C —» C
Não se entrará  èm d eta lhes  sobre os agrupamentos no 
decorrer deste  t e x t o . Ê sug erido  q u e , para uma maior informação 
sobre estas  e s tru tu ra s , s e ja  consultado  o anexo deste  trab a lh o . 
Para uma versão mais recente  da noção de agrupamento sugere-se 
consultar  a inda  [CAS 8 2 ] .  Será s u f ic ie n t e , para este  trab a lh o , 
uma descrição  inform al destas  e s tru tu ra s , a qual é fornecida  em 
[PIA  7 6 ] ,  e in t e r p r e t a d a , segundo a n ecess id ad e , nas páginas 
s e g u in te s .
O  term o "c la s s e " , e m p r e g a d o  n o  sen tido  lato , s ig n if ic a  "um  
item  d a  ta x o n o m ia  em  q u a lq u e r  nCvel d a  h ie r a r q u ia . E s te  term o 
ser á  distin guido  do  term o "c la s s e  p ro p r ia m en te  d ita”, o n de  este 
último s ig n if ic a  "u m  item  do  nCvel 'E '  d a  h ie r a r q u ia  
ta x o n S m ic a ".
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2. 1 Agrupamento Aditivo das Classes
Pode-se formar um agrupamento com as chamadas 
"operaçSes  a d it iv a s  de c l a s s e s " .  Essas operaçSes e seus 
s ig n if ic a d o s  serão in tro d u zid o s  através de exem plos.
S e ja  um u n iverso  U, no qual estão duas c lasse s  &  e OB, 
sendo que A está  inteiram ente  in c lu id a  em B .  Essa  situação  pode 
ser representada  p elo  segu inte  diagram a de Venn:
U
& [B
Percebe-se que a c lasse  tB se d iv id e  dicotomicamente em 
duas su b c la s s e s : a dos elementos que pertencem a A, e a dos 
elem entos que pertencem  à complementar de A em relação  a ÍB, que 
será chamada de " A ' " .  Também é possível representar  essa  
s ituaçã o  através de uma árvore de dicotom ias como a seg u in te :
A cada c la s s e  será associado  um estado " s " ,  que poderá 
ser " + 1 " ,  " 0 "  ou "- 1 " .  0  estado  in i c i a l  padrão é " 0 "  para todas 
as c la s s e s . A e stru tu ra  das c lasse s  em U e o estado " s " de cada 
c la s s e  constituem  o u niverso  de d isc u rso , no qual será mostrado 
o s ig n if ic a d o  de cada operação do agrupamento a d it iv o .
0 estado  das c lasse s  é m odificado  pelas  operaçSes do
agrupamento. As operaç3es d ire ta s  do agrupamento correspondem  à 
marcaçSo das c lasse s  com " + 1 " .  Assim , a operaçSo " + & "  da ló g ica  
das c lasse s  s i g n i f i c a :
Pode-se d e f in ir  "den o t" como uma funçSo sem ântica que 
dá o s ig n if ic a d o  destas  operaçSes de c la s s e s . EntSo :
den o t(+Ã ) = ( s ( A )  : =  +1)
Do mesmo modo, a operaçSo ”+ A ' " s i g n i f i c a :
ou se ja ,  denot(+A* ) = ( s ( A '  ) :- + 1 ) .
E a operaçSo "+CB" s ig n i f i c a :
V.
+1 +1
ou s e ja , denot(-HB) = (s(CB) :=  + 1 ) .
Tendo em v is t a  a estrutura  das c la s s e s , é possív el 
estab elecer  certas  correspondências entre as o peraçSes . Por
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exemplo, a composição de +&  com + & ' equ ivale  à operação + B :
o
Denota-se esta  e q u iv a lê n c ia  a n iv e l da linguagem  de 
c lasses  p ela  equação:
+&  o + & ' — +[B
e se d iz  que denot (+ A *> + & ' = + B ) = [ ( s ( A )  : =  +1) ° (s(A*  ) : =  +1) = 
( s (IB ) : =  + 1 ) ] .
As operaçSes in v e rsa s  do agrupamento serão a marcação 
com "-1 " .  Assim , -A s ig n i f i c a r á :
ou s e ja , denot(- Ã) = ( s ( & )  : =  -1 ) .
Do mesmo modo, e -B s ig n if ic a r ã o  respectivam ente :
ou se ja ,  denot(- &* ) = ( s ( & '  ) : =  -1) e denot(- B) - ( s ( B )  :- -1) .
As com posiçSes de operaçSes d ire ta s  e inversas  também
2'8
permitem e stab e le c e r  e q u iv a lê n c ia s , como por exemplo (para  +B °
O
A composiçSo de uma operaçSo d ir e ta  com sua 
correspondente  in v ersa  produz a operaçSo id ê n tic a  g e r a l : " 0 " .  
Por exemplo (para  +A ° -A = 0 ) :
O
u
Pode-se d iz e r  que d e n o t (0) = ( ) .
A composiçSo de qualquer operaçSo com a id ê n tic a  geral 





ou s e ja , denot (-HB° 0 = + B ) = [ ( s ( B )  : =  +1)  ° () = ( s ( B )  : =  + 1 ) ] .
As id ê n t ic a s  e s p e c ia is  sSo de do is  t ip o s . Em prim eiro  
lu g ar , há. as t a u t o lo g ia s , que correspondem à composiçSo de uma 
operaçSo com e la  mesma. Por exemplo (para +& ° +& = ) :
2 9
o
Note-se que , uma vez que apenas três  estados são 
perm itidos (+1 ,  0,  -1 ) ,  não ocorre iteração  nestas com posiçSes: 
+ 1 composto com +1 não é + 2 , assim  como a união  de uma c lasse  
com e la  mesma (AuA)  não é duas vezes  e la  mesma ( 2 A ) .
0 segundo t ip o  de id ê n tic a s  e s p e c ia is  é o das 
reabso rçSes . Se A ^B  então +A desempenha o papel de id ê n t ic a  em 
relação  a -HB, pois  +A <• -HB = +IB. O mesmo também v ale  para  +A ' em 
relação  a -HB, e para -A e -A' em relação  a -0B.
O fato  de que a c la s s e  A está co n tid a  na c la s s e  IB é 
determ inado pela  segu inte  equação, que é denominada "e n c a ixe  
a d i t i v o " :
+A o + A ' — -HB
Doravante , este  tip o  de equação será abreviado  para a
formar
A + A ' = (B
mas seu s ig n if ic a d o  continua  sendo o mesmo: denot (A +A ' =03) = 
[ ( s (A ) :=  +1) o (s(A*  ) : =  +1)  = (s(tB) :=  + 1 ) ] .
Uma sequência  de encaixes  a d it iv o s  d e f in e  uma 
h ie r a r q u ia  de c la s s if ic a ç ã o  s istem á tica , desde que r e sp e ite  os 
p r in c íp io s  desse tip o  de c la s s if ic a ç ã o  (v . anexo A 4 . 1 ) .
£ p reciso  observar a inda  que se uma c la s s e , digamos 
DB , se d iv id e  dicotom icam ente por um conjunto  de c r it é r io s  
mutuamente e x c lu s iv o , então :
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B = A + A ' =* A + A ' = A + A ' = . . .
1 1 1 2 2 3 3
Dal re su lta  que cada c la s s e  A^ co ntida  em B^ também 
está contida  em cada uma das c lasse s  A ' , onde j-^i:
A £ A ' ; A £ A ' ; etc
1 2 1 3
A £ A ' ; A 2 A ' ; etc2 1 2  3
etc
Is to  r e s u lta  do p r in c ip io  da c la s s if ic a ç S o  sistem ática  
que estabelece  que as d iv ersas  c la s s e s  de um mesmo n lv e l  são 
d is ju n t a s . Porém, em sistem as de representaçSo  do conhecim ento, 
esta  condiçSo nem sempre se v e r i f i c a .
2. 2 RelaçSo hcs
A cada c la sse  X corresponde uma c la s s e  complementar X , 
em relaçSo  ao universo  U, t a l  que :
X =df «  - X
Se X e Y sSo duas c lasse s  d is ju n t a s , entSo X£Y (X está 
contida  na complementar de Y) e Y£X (Y está contida  na 
complementar de X ) ,  o que pode ser  v is t o  através do seguinte  
diagram a:
A in c lu sS o  de uma c lasse  X em uma c la sse  Z' (onde Z' =
Y - X ) ,  im plica  também a inclusSo  da c la sse  X na complementar de
Z em relaçSo  ao u niverso  *11, ou s e j a ,  Z.  Por exem plo, no diagram a 
seguinte  v ale  (X £ Z' ) -» (X £ Z ) :
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Como já f o i  d it o , pode-se c o n st itu ir  uma t e o r ia  de 
herança com as equações da forma X + X' = Y , desde que e las  
obedeçam aos p r in c íp io s  da c la s s if ic a ç ã o  s istem á tica .
Neste t ip o  de te o ria  de herança, uma c lasse  X está 
co ntida  em Y (segundo a relação  "X £ Y " ) ,  se uma das três  
condições seg u in tes  fo r  s a t is f e it a :
2a) se X e Y são a mesma c lasse  (X =  Y) , ou
b) se a t e o r ia  estabelece  que X + X' = Y , ou
c) por t r a n s it iv id a d e  da inclusão  de c la s s e s , se X + 
X' = Z e Z £ Y .
Por outro la d o , X £ Y v ale  se X e Y forem c lasse s  
d is ju n t a s . Como a c la s s if ic a ç ã o  sistem ática  estab elece  que 
c lasse s  em um mesmo n ível da h ierarq u ia  são d is ju n t a s , pode-se 
i n f e r ir  que se X e Y não pertencem a um mesmo ramo da h ie ra rq u ia  
(um caminho na v e r t ic a l  na fig u ra  2 ) ,  ou s e ja , se X £ Y e Y ^  X , 
então X e Y são d is ju n t a s . Logo, X £ Y e Y £ X .
Pode-se então d e f in ir  um operador t-cs para determ inar 
quais  relaçõ es  de herança seguem logicam ente de uma 
c la s s if ic a ç ã o  s iste m á tic a .
2
A q u i , s ó  s e  p o d e  afirm ar  q u e  "A ^ "  6 a  m esm a  c la s s e  q u e  "A ^ " ,
ou  q u e  " ^ 2" ® a  rneBrr,a c la s s e  q u e  "® 2"' e tc . A s s im , m esm o  q u e
" A ' " p o s s u a  a  m e s m a  e x te n s ã o  de  “A  ", a m b as  n 8 o  s S o  c o n s id e r a d a s2 i
com o s e n d o  a  m e s m a  c l a s s e . O s  m o tivo s  q u e  le v a m  a  e s t a  definiçílo
s e r S o  v is to s  m ais  a d ia n t e .
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Definipfío (Relação i- em c la s s if ic a ç S e s  sistem á ticas)C S
S e ja  S  uma t e o r ia  de herança composta por uma 
seqüência  de equaçSes da forma X + X' = Y , segundo os p rin c íp io s  
da c la s s if ic a ç ã o  sistem á tica ,
S  h (X £ Y) se X =  Y ou cs v '
(X + X' = Y) e  S  ou
(X + X' = Z) e  S  e S  hcs (Z £ Y)
S  h (X Ç Y) se S  h/  (X ^  Y) e cs ' cs '
S  *  (Y £ X)
A h ipótese  da d is jun çã o  das c lasses  de um mesmo nível 
na c la s s if ic a ç ã o  sistem ática  corresponde à uma esp écie  de regra 
do mundo fechado ("c lo s e d  w orld assum ption" ou "CWA" [LIF  8 5 ] ) .  
Ou s e ja , se n2o se pode demonstrar que duas c lasse s  se 
relacionam  por , entSo se deduz que e las  não se relacionam  
por logo e las  sSo tomadas como d is ju n t a s .
Mas o conhecim ento do senso comum nem sempre perm ite 
este  t ip o  de conclusão . Duas c lasses  podem e star  em um mesmo 
n ível da h ie ra rq u ia  simplesmente por fa lta  de conhecim ento de 
que uma in c lu a  a o u tra . Mas este  conhecimento a d ic io n a l  pode ser 
suprido  num momento fu turo .
Por exem plo, num prim eiro  momento se sabe que "cães 
são an im ais ; e mamíferos são a n im a is " . Esta  situação  será 
representada  por:
A n im ais
fDiamí feros) [íMamí fero s ' )
I Biolioteca Universiiáa 
l___ ___ UFSC
Isso  nSo quer d iz e r  que a c lasse  "C S e s "  e a c lasse  
"Ulamí fe r o s " sejam  necessariam ente  d is ju n t a s , mas apenas que nSo 
se sabe a in d a  se sSo d is ju n t a s  ou se uma contém a o u tra .
Se num segundo momento o conhecim ento fo r  incrementado 
com a inform açSo "cSes  sSo m am íferos", é necessário  reo rg anizar  
a estrutura  da h ie r a r q u ia  para  acomodar esta  inform açSo . Ela  
resultará  em:
3 3
Essa reorganização  n3o é perm itida  nas c la s s if ic a ç S e s  
s istem á ticas , já que nelas  as c lasse s  pertencem  a n íveis  
d e fin id o s  na h ie ra rq u ia  e nSo podem ser perm utadas.
Por outro la d o , se numa c la s s if ic a ç S o  do senso comum 
duas c lasse s  s2o d is ju n t a s , entSo isso  deve ser d ito  
exp lic itam en te . Por exem plo: "p e ix e s  nSo sSo m am íferos".
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3 TEORIAS DE HERANÇA DO SENSO COMUM CO CASO MONOTÔNICOD
Se a herança  fo r  e s t r it a  em todas as relações de uma 
t e o r ia  T, entSo o operador de deduçSo " h" é monotônico, is t o  é :
(T (-«)•♦ (T U T i- a)
A noçSo de m onotonicidade corresponde à das funçSes 
monotónicas da m atem ática. FunçSes monotónicas sSo funçSes 
sempre crescentes  ou sempre decrescen tes . Neste caso , um aumento 
no número de axiom as da t e o r ia  nSo in v a lid a  nenhum dos teoremas 
a n te r io r e s . A ssim , o número de teoremas só tende a aumentar com 
o aumento do número de axiom as.
3.1 FormalizaçSo na Lógica das ProposiçSes
Uma c la s s e  Ã pode ser determ inada por uma funçSo 
p ro p o sic io nal o-(x) , onde o predicado  "a" representa  o conjunto  
das q ualidades  que d ife re n c ia m  os membros da c lasse  & dos 
membros de sua complementar , em relaçSo  a tB. Neste c aso , a 
c la s s e  A será d e f in id a  como a coleçSo  dos objetos de CB que têm a 
propriedade "a, " :
A = { x | x e  1B a  a ( x )  }
e a c la s s e  complementar A' será d e f in id a  como o conjunto  dos 
membros de IB que nSo têm a propriedade  "a. " :
A ' = { x  | x e  B  -w2,(x) } dl
Este  t ip o  de d e f in iç S o  é denominado "per gervus et 
cLi f ferentiam speci ficam." e corresponde à noçSo de c lasse s  
"fracam ente e stru tu ra d a s " (v . [PIA  76] pag . 6 3 ) ,  em oposiçSo  às 
c lasse s  "e s t r u t u r a d a s " dos entes m atem áticos.
A c la s s e  &  herda  propriedades da c lasse  tB, onde:
3 5
GB =df { x | X  e  C /\ 4  (x ) >
quando &  e st iv er  in c lu íd a  em B ,  o que denotamos por "A  £ B " .  
Isso  pode ser representado  através da seguinte  fórm ula de 
prim eira  ordem:
a (x )  -* -ô(x)
A adição de um q u a n tific ad o r  u n iv e rsa l  transform a essa 
fórm ula em uma proposição , a qual pode tomar um v alo r  verdade no 
conjunto  { V , F } :
(Vx) o,(x) ■* ^ ( x )
Esta  proposição pode ser s im bolizada  por :
(Ã + f=> B  )
Pode-se também representá- la graficam ente por uma rede sem ântica 
como:
©
Se a c la sse  &  e s t iv e r  in c lu íd a  na complementar de IB, 
então denota-se este  fato  por & £ B ,  o que é representado  pela  
proposição :
(Vx) <a,(x) -> -*3(x)
o que pode ser abreviado  por:
(Ã -J=T> EB )
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e representado graficam ente  p or :
Na presente  notação, extraíd a  de [DIX  8 9 ] ,  a expressão 
(A EB) s ig n if ic a r á  que se tem (&  +f=* 03) ou (&  - [=* 03),
alternativam ente . A  expressão  (A + [=> tB) in d ic a  o c o n trá rio , is to  
é ,  que se tem (&  -1=> IB) ou (&  +(=> IB) ,  a lternativam ente .
Uma t e o r ia  de herança  "T "  é um conjunto  destas 
exp ressSes , as quais  serão chamadas de "l ig a ç S e s  d ir e t a s " .
Uma lig açã o  " i n d i r e t a "  é uma ligação  da forma (&  +|=i> IB 
+ [=> . . .  ± |=> 2 !), onde apenas a ú ltim a  ligação  d ir e ta  pode ser
l i  I___w t i- [=> .
Percebe-se então uma d ife re n ç a  fundam ental entre a 
c la s s if ic a ç ã o  sistem á tica  e a t e o r ia  de herança do senso comum: 
a fa lta  de uma noção de co n tig ü id ad e  não perm ite e x ig ir  que as 
c lasses  pertencentes à um mesmo nível sejam  d is ju n t a s . Logo, a 
informação de que duas c la s s e s  são d is ju n ta s  deve aparecer 
explicitam ente  na t e o r ia , através de duas proposiçSes da forma 
(X -(=* Y) e (Y -H> X) .
3 . 1 . 1  Relação i-p
A d e fin iç ã o  da relação  de d e r iv a b ilid a d e  " h " ,  de J .  
D ix  (v . [DIX  89] p ag . 4-5) está fundamentada na noção de 
extensão básica  "E "  de uma t e o r ia  " T " , para determ inar quais  
relaçSes de in clu sã o  são herdáveis  por uma c la s s e . Essa  
d e fin iç ã o  é a s e g u in te :
D e fin iç S o  ( hp monotônico )
S e ja  T uma t e o r ia  de herança e s t r it a , form ulada em 
linguagem  p ro p o s ic io n a l ,
T hp (X ±|=» Y) se ( X ± | = > Y ) e E e E é o  menor conjunto  
de lig a ç S e s  de T com:
a) E contém todas as Ü g a ç S e s  d ire ta s  de T ,
b) E é fechado  sob:
R e fle x iv id a d e  para + }=>,
T r a n s it iv id a d e  para +(=»,
S im etria  para - f=»,
De T H ( Z + 1=>p ' i i
infere- se  T np (Z -^ => Zg ) ,  e
De T hp (Z4 + [=*
infere- se  T h (Z - f=> Z ) .p ' 3 1 i '
□
A se g u ir  esta  d e fin iç ã o  será comparada com a de " f-c s " 
da c la s s if ic a ç ã o  s iste m á tic a .
3. 2 ComparaçSo entre hp e
Uma representação  do conhecim ento do senso comum é 
não- sistem ática, entre  outras c o is a s , porque não segue o 
p r in c ip io  de c o n t ig ü id a d e . E la  é também incom pleta , no sentido  
de que sempre há conhecim ento novo se somando ao conhecim ento já 
rep resen ta d o .
S e ja  a t e o r ia  "T  " ,  onde:
T = { (C ã e s  + |=» ftn im ais), (Qlamí feros + [=* A n im a is )}
Z ) e T t- (Z - U  Z )•> * X> V 7 I P '
Z ) e T t- (Z - U  Z )
•? • p  '  q  I  •> t
representada  p or :
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_  (Ãmimaisl
T i  -------
J t l  ±1
é :
(Cãíes) (ÍMam! feros)
A c la s s if ic a ç ã o  sistem ática  semelhante à t e o r ia  "T "
S  = { (C S e s  + C Ses ' = A n im a is ) ,
([Mamíferos + IMaml fero s ' = A n im a is )} .
Fo i d ito  que "S  " é "sem elhante" e nSo "e q u iv a le n te " a 
"T1" f porque embora "T^" e "S^" procurem representar  a mesma 
s itu a ç S o , existem  d iferen ç as  entre as in fe rê n c ias  p o ssív e is  nas 
duas t e o r i a s .
S i
(ca es
diferen ças  é 
• •
que a estrutura  de "S  " ,
A n im ais
T
1
fCSes' ] (IMamí1Feros) f[Mamí fero s ' ]
perm ite t i r a r  conclusões como (CSes £ tMaml fero s ' ) e ([Mamíferos £ 
C S e s ' ) . Será v is t o  como isso  pode se tornar c o n tra d itó r io  numa 
c la s s if ic a ç ã o  do senso comum.
S e ja , entSo , outra t e o r ia :
Tj, = { (C S e s  +f=» IMaml fe r o s )}
e sua sem elhante:
S z = { (C S e s  + C Ses ' = [Maml fe r o s ) }
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A composição de "T " com "T2 " gera :
T1uTz = { (C S e s  +[=» IMamí f e r o s ) ,
([Mamíferos +[=» A n im a is )}
porque a proposiçSo  (CSes  +|=> A n im ais) de "T " torna-se
redundante em T1uT2 r já <íue e l a pode ser derivada  pela
tr a n s it iv id a d e  de "+[=»" em T UT , uma vez que a estrutura  de






Mas a composição de "S^" com "Sz " nSo é possível do 
ponto de v is t a  da relaçSo  " |-cs"r porque:
S  hc s  (CSes £ IMamí f e r o s )
e :
S  t- (CSes £ IMamí fero s)2 C S
e :
S iUSz t-/cs (CSes S  (Mamíferos)
Desta m aneira , a uniSo  de "S  " e " s 2 " quebraria  a 
propriedade de m onotonicidade de " i- Além d is s o , e la  fere  oC S
p rin c íp io  de c o n tig ü id a d e , pois  enquanto em "S  " as c lasse s  
"C S e s " e "A n im a is " sSo co n tíg uas , em "s 2 " e las  se tornam 
nSo- contíguas, posto  que a c la sse  "IMamí fe r o s " se interpSe  entre 
e l a s .
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3.3 ExtensSo Epistêmica da Lógica das Classes
Pode-se m o d ific ar  as operaçHes da ló g ica  das c lasses  
a tr ib u in d o  um "s ta tu s  ep istêm ico " a cada operaçSo. 0  operador 
"K "  s ig n i f i c a  comumente "sabe- se q u e " . EntSo "+KX" s ig n ific a r á  
"m arcar com +1 a c la s s e  dos elementos que se sabe que pertencem 
à c la sse  X " ,  e " + K X ' " s ig n if ic a r á  "marcar com +1 a c lasse  dos 
elementos que n<2o se sabe se pertencem  à c lasse  X " . Abreviarem os 
+KX o +KX' = +KY por KX + KX' = KY .
A  operaçSo " + K X ' " tem essa  le itu r a  porque corresponde 
a marcar com +1 a c la s s e  complementar a "KX" em relaçSo  a "K Y " .  
Se "K X " é a c la s s e  dos elem entos que se sabe que pertencem  a 
" X " ,  entSo " K X ' " é a c la s s e  dos elementos que nSo se sabe se sSo 
" X " .  Sabendo que "K X " é necessariam ente  parte de " X " ,  entSo (KX 
£ X ) .
Por outro la d o , (KY £ Y ) , e como a herança é e s t r it a , 
se (KX £ KY) entSo (X £ KY) . Por t r a n s it iv id a d e , se (X £ KY) e 
(KY £ Y ) ,  entSo (X £ Y ) . Essa  situaçSo  está representada  em:
A complementar de "K X " em "KY" envolve tanto  os 
elementos que se sabe que sSo "Y "  mas nSo sSo "X "  (ou s e ja , 
X '-KY' ) ,  quanto os elem entos que sSo " X " ,  mas não se sabe que 
sSo (ou s e ja , X- KX). Observando o diagrama a n te r io r , pode-se 
notar a segu inte  e q u iv a lê n c ia :
KX' = ( X - K X )  + (X'  - KY'  )
Como a herança  é ,  por h ipó tese , e s t r i t a , pode-se
41
assum ir a seg u in te  regra g e r a l :
(KX £ KY) -* (X £ Y)
Por outro lad o , (KX £ KY' ) nSo im plica  (X £ Y' ) , 
porque pode ocorrer a seguinte  situaçSo  em que isso  nSo é 
v á lid o :
Vê-se no exemplo acima que (KX £ KY' ) ,  mas que (X £ 
Y' ) .  Portanto  " (KX £ KY' ) -» (X £ Y' ) "  nSo é uma deduçSo v á l id a .
S e ja  "K & n im a is " a c lasse  das co isas  que se sabe que 
sSo an im ais . S e ja  "K C S e s " uma subclasse  de "K & n im a is " , ou s e ja ,  
os anim ais que se sabe que sSo c S es , e s e ja  "K C S e s ' " a 
complementar de "K C S e s " na c lasse  "K A n im a is " , e assim  por d ia n te  
para  cada uma das c lasse s  de "S  " e "S z " do exemplo a n t e r io r . 
EntSo :
S  = {(K C S e s  + KCSes' = K & n im a is ) ,
Kl u  '
(KDiamí fero s  + KIMamí fe ro s ' = K &n im a is )}
e :
S  = {(K C S e s  + K CSes ' = KDiamí f e r o s )} .
K2
Como em "SK1" na°  v a le  (KCSes £ KDiamí f e r o s ) , entSo 
S  (C Ses  £ tMaml f e r o s ) ,  e também S  \-f (C Ses  £Kl G Kl C
(Mam íferos), porque (KCSes £ KDiamí feros ' ) nSo a u to r iza  essa  
in f e r ê n c i a .
Mas em "S  " ,  (KCSes £ KDiamí fe r o s ) , portanto  S  i-
K2 '  c  KZ C
(CSes £ Diamí f e r o s ) .
Logo , a uniSo  de "S  " com "S  " nSo quebra a
Kl K2
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propriedade  de m onotonicidade para a relação  " *-c ” # e temos:
S  uS = {(K Cães  + KCães' = KIMami f e r o s ) ,
Kl KZ 1 ' '
(KDIaml fero s  + KIMami fe ro s ' = K & n im a is )} .
Por outro la d o , é forçoso ab dicar  do p r in c ip io  de 
co n tig ü id ad e  nas c la s s if ic a ç õ e s  do senso comum, exatam ente 
porque , sendo o conhecim ento incom pleto, não é p ossível afirm ar 
se duas c lasse s  são co n tíg uas .
3 . 3 . 1  Agrupamento M u lt ip lic a t iv o  das C lasses
Resta agora o problema de representar  exp licitam ente  o 
fa to  de que duas c la s s e s  são d is ju n t a s , o que na c la s s if ic a ç ã o  
sistem á tica  estava  im p líc ito  na p ró pria  e stru tu ra . Serão 
in tro d u zid as  para is s o  as operaçSes do agrupamento 
m u lt ip lic a t iv o  de c la s s e s , ou agrupamento IV  da ló g ica  
in trap ro p o s ic io n al  de P ia g e t .
A operação d ir e t a  deste  agrupamento é " xZ"  
(m ultip licaçã o  ou esp écie  de "in te rse c ç ã o " entre c la s s e s ) e a 
in v ersa  é " : Z "  (d iv isã o  de c lasse  ou abstração  de e n c a ix e ) . A 
operação neutra  é "U " (o u n iv e r s o ) . São necessá rias  aqui apenas 
as operaçSes d ire ta s  deste  agrupamento. As demais operaçSes são 
apresentadas no anexo A 6 .
S e ja  "=  " a relação  de e q u iv a lên c ia  de extensão entre 
duas c la s s e s , is to  é ,  se d iz  que "X  =  Y " se "X "  e "Y "  são duas
c la s s e s  com exatam ente os mesmos elem entos. E is  alguns exemplos 
de equaçSes deste agrupam ento:
Ã x &  = &  (ta u to lo g ia )
fl x B  = A B  (A B  é a intersecçã o  de &  e B .  Se & £ 
[B, então = & )e 9
(B x B  = B B  ( s e B  =  B ,  então B  B  =  B  e1 2 1 2  ' 1 e  2  1 2  e  1
B B  = B  )
1 2  e  2  '
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^  x A' = 0 (se  duas c lasses  nSo têm elementos 
comuns, seu produto é ig u a l  à c la s s e  v azia )
Dois t ip os  de equaçSes m u lt ip lic at iv as  sSo de grande 
in t e r e s s e . Em prim eiro  lu g ar  estSo  as m ultip licaçSes  b iu n lv o c a s . 
S e ja , por exem plo, duas c lasse s  B^ e B z , ambas contendo 
exatam ente os mesmos elem entos. EntSo B^ e B z sSo equ ivalentes  
quanto à sua extensSo :
EB =  B1 o  2
A d ife r e n ç a  entre  essas  c lasses  resid e  no fato  de que 
elas  podem d i v i d i r  os mesmos elementos segundo duas dicotom ias 
d ife r e n t e s . A ssim , podemos t e r :
e :
B = &  + & 'i i
B  = A + A '2 2
onde "A  " e "A  " sSo c la s s e s  c u ja  extensSo é d ife r e n t e : 1 2  J
A ns A .1 0  2
O produto de "B^"  por "® 2 " é B^ x B^ = B^B^, onde
" B B "  se d iv id e  segundo as com binaçSes das subclasses de "B ^" e
de "B  " ,  ou s e ja :2 ' J
B B  = A A + A A ' + A ' A + A ' A '1 2  1 2  1 2  1 2  1 2
Is to  pode ser bem v is u a liz a d o  através dos seguintes 
diagram as de Venn :
B  : i A A 'i i
B  B  : 1 2 A A 1 2 A 'A  1 2
A A ' 1 2 A ' A ' 1 2
Este  fato  dem onstra que este  conceito  de c lasse  não
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equ iv ale  ao co n ce ito  de conjunto  da matemática, pois  se do is  
conjuntos "C  " e "Cz " têm os mesmos elem entos, então e le s  são 
ig u a is , is t o  é ,  Enquanto is s o , duas c lasse s  com os
mesmos elem entos não são necessariam ente ig u a is , mas apenas 
equ iv alentes  quanto à sua extensão.
Outro t ip o  de equação, cujo  in teresse  é grande , é a 
m u ltip licaçã o  de c la s s e s  d is ju n t a s . Se ja  "A^" e n^ ‘z" duas 
c lasse s  d is ju n t a s :
<U
Então A x A = 0 (a c lasse  v a z i a ) ,  pois  "A " e "A  "1 2  1 ‘c
não possuem elem entos comuns. Assim , o fato  de que duas c lasse s  
são d is ju n t a s  pode ser  representado  pela  equação ep istêm ica :
K (X  x Y = 0)
que se pode l e r : "sabe- se que a intersecção  de X e Y é ig u a l  à 
c la s s e  v a z ia "  ou "s a b e —se que X e Y são c lasses  d i s j u n t a s " .  Este 
"K " é d ife r e n t e  do "K " de 3 .3 .  Enquanto "K X " representa  uma 
operaçSo ep istêm ica  em 3 . 3 ,  K (X  x Y = 0) representa  uma e<?uaçSo 
ep istêm ica .
3 . 3 . 2  Relação hc
Através das operaçSes epistêm icas de c lasse s  e das 
equaçSes ep istêm icas  é possível representar te o rias  de herança 
do senso comum. A  inform ação de que a c lasse  "X " está in c lu id a  
em "Y "  é representada  por (KX + KX' = KY) . A informação de que 
"X "  e "Y "  são d is ju n t a s  é representada por K (X  x Y = 0 ) .
Então a in c lu sã o  de "X " em "Y " segue da t e o r ia  "S "  
através da t r a n s it iv id a d e  e re fle x iv id a d e  da in c lu sã o , da mesma 
m aneira que na c l a s s if ic a ç ã o  sistem á tica .
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A d ife re n ç a  de " n " e " h " está na determ inação da
G CS
in clu sã o  na complementar: (X £ Y ) . A  informação de que "X "  está 
contido  em " Y " , ou s e ja , de que "X "  e "Y " são d is ju n t a s , só é 
d erivá vel de "S "  se "X "  e "Y "  estão contidos  em c lasse s  
d i s j u n t a s :
K(W  x Z = 0) e (X £ W) e (Y £ Z)
D e fin i  çSo ( i- monotónico ) c
S e ja  S  uma t e o r ia  de herança form ulada em ló g ic a  de 
c lasse s  este n d id a ,
S h  (X £ Y) se X i  Y ou c ' '
(KX + KX' = KY) g  S  ou
(KX + KX' = KZ) e  S  e S  hc (Z £  Y)
S  h (X £ Y) se [K ( Z x W = 0) e  S  ou K (W  x Z = 0) e  S] c
e S  t- ( X £ Z )c '
e S  h ( Y £ W )c ' '
□
3. 4 Comparação entre t-p e hc
S e ja  " / "  uma função de tradução da linguagem  
p ro p o sicio nal para a linguagem  de c lasse s  e s te n d id a , c u ja  
d e fin iç ã o  é a se g u in te :
I .  Para lig a ç Se s  d ir e ta s  de T :
/ ( X  Y) = (KX + KX' = KY)
/ ( X  -f=> Y) = K (X  x Y = 0)
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I I .  Para  as lig a ç S e s  derivadas  de "T "  pelas  
propriedades das relaçSes  "+[=*" e "-^=>", is to  é ,  aquelas que 
pertencem a " E " :
/ ( X  +\=P Y) = (X <= Y)
/ ( X  -f=> Y) = (X S  Y)
A função de interpretaçã o  de uma te o ria  "T "  é " /  " ,  
onde se T = { a ,  (3, y, 6, . . .  } então / * ( T )  = { / ( a ) ,  f {fi) ,
f (r ) ,  f (6 ) ,  . . .  } •
De posse destas  d e f in iç S e s  pode-se demonstrar que
" h " está. interpretado  em " " p ela  demonstração de que a 
P c
seguinte fórmula é v e rd a d e ira :
(T hp a) -> ( / * ( T )  hc f(a))
onde / * ( T) = S .
Como a linguagem  da ló g ica  das proposiçSes (Lp) é 
interpretada  na linguagem  da ló g ic a  das c lasses  estend ida  (L c ) ,  
através da função e como a sem ântica de "L c "  é dada
algebricam ente através das equaçSes de agrupam entos, então acaba 
de ser v e r if ic a d o  que a sem ântica de "L p " também pode ser dada, 




d e n o t
i
Agrupamentos 
Flg . 3 . 1 :  Semântica de Lp v ia  L c .
Certas com plicaçSes são in tro d u zid as  quando a herança 
é não- estrita , is t o  é ,  quando as propriedades de uma c lasse  não 
valem necessariam ente  para  todas as suas su b cla sse s . £ o que
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será v is t o  a se g u ir .
4 8
4, TEORIAS DE HERANÇA DO SENSO COMUM CO CASO NXO-MONOTÔNICO}
Como já fo i  d it o , as relaçSes  " t-~ " e " " sSo-> ' P C
nSo-monotónicas porque nSo gozam da propriedade  de
m onotonicidade d e fin id a  no c ap itu lo  3 . Essas  re laç S es  de
in fe r ê n c ia  ló g ica  s2o próprias  de teo rias  que contém relaçSes  de
herança nSo- estrita . Será analisad o  em prim eiro  lugar o caso  em
que todas as relaçSes  de herança da teo ria  sSo n So - e str itas . No 
c ap ítu lo  5 será v is to  o que ocorre quando se misturam  relaçSes  
e s t r it a s  e n So - estr itas .
Um exemplo de te o ria  de herança nSo- estrita  é a 





onde os arcos rotulados com "+ "  s ig n ifica m  herança p o s it iv a : 
"é um ", e os arcos rotulados com s ig n ific a m  herança
n e g a t iv a : "n 2 o _é _u m ".
Neste exem plo, a herança nSo é in c o n d ic io n a l : 
estudantes  sSo adultos e adultos sSo casado s , porém nSo é 
perm itido  c o n clu ir  que estudantes sSo casados , porque está d ito  
exp lic itam en te  que e les  nSo sSo .
4.1 FormalizaçSo na Lógica das ProposiçSes
As relaçSes  de herança nSo- estrita  sSo representadas 
p elas  proposiçSes  (A + h» B) e (A - h* B) . ê  ev idente  que e las  n2o 
correspondem à in c lu sSo  de c la s s e s , e nem mesmo podem ser 
form alizadas  na ló g ica  de predicados de prim eira  ordem, porque
não se conhecem a  priori todas as excessSes para cada relaçã o .
Por um lad o , (A + h» B) não corresponde a (Vx) o.(x) ->
•5(x ), porque existem  elem entos excep cio nais  " y " ,  t a is  que
V (a ( y ) ) =v e v ( ^ ( y ) ) =F , o que é co n trad itó rio  com a proposição 
(Vx) a>(x) ■* &(x) .
Por outro la d o , (A + h» B) também não s ig n i f ic a  " ( 3 x )  
a (x )  -> 4 ( x ) " ,  porque, como a herança é não- estrita , podem 
e x i s t i r  excessSes , is t o  é ,  (3x ) o,(x) ■* -iò(x), e é ev idente  que a 
proposição (A + 1-> B) não quer d iz e r  que (3x ) a (x )  -♦ (^ (x )  v 
-TÍ(x)), porque is s o  não d iz  absolutam ente nada quanto à herança 
da c lasse  Ã . NSo b asta  saber que A está contida  em IB u  ÊB, porque 
is to  corresponde a d iz e r  A £ tí, o que não faz  com que A herde 
alguma inform ação.
Um s ig n if ic a d o  mais p rec iso  para a proposição (A + 1-> 
B) é o s e g u in te : "a (x )  im plica  em £ ( x ) ,  a não ser que s e ja  d ito  
explicitam ente  o c o n trá r io , para algum x " . Essa proposição pode 
ser interpretada  em ló g ic a  de predicados  estend ida  com o a u x ílio  
do operador epistôm ico  " K " ,  e f i c a :
(A + B) = (Vx) a-(x) /\ -iK-fcS(x) -> £ (x)
(A - (-> B) =df (Vx) o,(x) /\ -iKÍ(x) -> “^ ( x )
Voltando  ao exemplo a n t e r io r , tem-se a seguinte  
form alização  em ló g ic a  de p ro p o siçB es :
T = { (Estudante  + h» A d u l t o ) , (Adulto  + h» C asad o ), 
(Estudante  - h* Casado) }
Também aqui e x is te  a noção de ligação  in d ir e t a , como, 
por exem plo: " (E s tu d a n te  + h» Adulto  + 1-> C a s a d o )" . Mas a 
determ inação da t r a n s it iv id a d e  da herança nessas lig açSes  
in d ire ta s  depende de certos  p r in c í p io s , os quais  buscam e v ita r  a 
tomada de conclusSes c o n tr a d it ó r ia s . Esses  p rin c íp io s  são:
a) P r in c íp io  da A b o liç ã o : Inform açSes mais
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e s p e c í fic a s  devem a b o lir  inform açSes c o n trad itó rias  mais g e r a is . 
No exemplo a n te r io r , T i—p (Estudante -|-> Casado) e T n/p 
(Estudante  + f-+ C asad o ). Is t o  demonstra porque a relação  "+(->" 
não é incondicionalm ente  t r a n s it iv a  como e ra .
b) P r in c íp io  da Am bigüidade. A am bigüidade deve 
permanecer se for im possível chegar a uma conclusão . Por 
exem plo, s e ja  T = { (N ix o n  + (-» Q u a k e r ), (Quaker + [-* P a c i f i s t a ) ,  
(N ixon + |-> R e p u b lic a n o ), (R epublicano  - [-> P a c i f i s t a ) } .  Então T 
e/p (N ixon +[-> P a c i f i s t a ) ,  e (Nixon -|-> P a c i f i s t a ) .
Uma ligação  d ir e t a  não pode ser a b o lid a . Apenas as 
l ig a ç Se s  in d ir e ta s  podem ser a b o lid a s . Além d is s o , as lig açSes  
d ir e ta s  não podem c a ir  no caso  da am bigüidade. Se v aler  (X +
Y) e (X - h* Y ) ,  tem-se co n trad içã o , e não am bigüidade.
Os p r in c íp io s  de abolição  e ambigüidade não definem  o 
que é uma "inform ação mais e s p e c í f ic a " , e nem quando é 
im possível chegar a uma conclusã o . Essas d e fin iç S e s  vSo depender 
de uma d e fin iç ã o  in t u it iv a  de abolição  e de am bigüidade. Existem  
v árias  d e fin iç S e s  d i s t i n t a s ,  que geram resultados d ife r e n t e s . £ 
necessá rio  então a n a l is a r  a in tu iç ã o  u t il iz a d a  nessas d e fin iç S e s  
para ver quais  são mais n a t u r a is .
4 . 1 . 1  Relação
Cabe agora d e f i n i r  como é determ inada a abolição  e a 
am bigüidade em te o r ia s  de herança form alizadas em "L p " .  Serão 
apresentadas as d e f in iç S e s  de J .  D ix  (v . [DIX 89] pag . 5- 6).
Em prim eiro  lu g a r , define- se que as lig açSes  d ir e ta s  
(X ± Y) da te o ria  "T "  são incondicionalm ente  h erdá veis .
£ necessá rio  estab elecer  condiçSes para a 
t r a n s it iv id a d e  da herança  se as lig açSes  forem in d ir e t a s . Assim , 
s e ja  (X ± Y) derivado  de uma ligação  in d ir e ta  (X + h» . . .  ± h* 
Y ) ,  por t r a n s it iv id a d e  de " + h* " .  Para saber se (X ± h> Y) é uma 
relação  de herança v á lid a  é necessário  proceder aos segu intes
p a s s o s :
a) Determ inar qual é a maior ligação  in d ir e t a  
t r a n s it iv a  que l ig a  "X "  a " Y " .  Essa  ligação  será denotada por (X 
+ 1—> W + h> W + h> . . .  + h> W Y ) .1 2  n '
b) Determ inar se "X "  herda de "W " ,  ou s e ja ,/ n  r ^
determ inar se T (X + 1-> ) , o que é uma chamada rec u rs iv a  ao
procedim ento de determ inação de herança .
c) Determ inar se (W^ ±i-> Y) pertence à t e o r ia  " T " .
d) C ertific ar- se  que (X + h> Y) não pertence  a " T " .
e) V e r i f i c a r , para todo " Z " ,  t a l  que (Z + 1-> Y) e  
T e "X "  herda de " Z " ,  se e x iste  um " V " ,  d ife r e n te  de " Z " ,  t a l  
que (V ±h» Y) e  T e "X "  herda de "Z "  v ia  " V " ,  ou s e ja , T i—p (X 
+ h* . . .  + h > V + h »  . . .  + h» Z ) .
Para determ inar a herança de uma c la s s e  " X " ,  é ,  então , 
u t i l i z a d a  a in tu iç ã o  de que as ligações  d ir e t a s , 
estabelecem  uma ordenação p arc ia l  entre as c lasse s  de " T " .  O 
conceito  de abolição  e am bigüidade depende então desta  ordenação 
p a r c ia l . Será v is t o  mais ad iante  que esta  noção não parece ser 
n atural quando a t e o r ia  de herança não- estrita é fo rm alizada  na 
ló g ica  das c la s s e s .
Para d e f in ir  "t~p " ,  u t iliza- se  a função "tm l" (s ig l a  
de "tamanho da m aior l ig a ç ã o ") que ap licad a  a uma ligaçã o  
in d ir e t a  ( X +[-> . . .  ± f-> Y ) retorna o número de lig a ç Se s  
d ire ta s  que compõem a maior ligação  in d ir e ta  possív el entre  "X " 
e " Y " .
5 1
52
D e f in ição C K-p não-monotônico )
S e ja  T uma te o ria  de herança não- estrita , form alizada  
na ló g ic a  das proposiçSes ,
T i— (X ±|-> Y) se (X ±|-> Y) e  T
se tm l(X  +[-> W + [-> . . .  + |-> ±[-> Y) = n+1 então 
T í— (X +[-> Wt +[-* . . .  +|-*Wn ±f->Y) se
i )  T h-p (X +[-* W± +[-> . . .  + |-> W J ,  e
i i )  (Wn ±b> Y) e  T ,  e
i i i )  (X +[-> Y) a T ,  e
iv)  (VZ) [(Z +[-> Y) e  T /\ T  i*~p (X + \-> . . .  
+ [-> Z )]  (BV^Z) [ (V  ±(-> Y) g T / s T  i— (X + 1-> . . .  + [-> V + [-> . . .  
+ h» Z ) ] .
o
Se T (X + h> . . .  ±t-> Y ) ,  pode-se a p lic a r  a
tr a n s it iv id a d e  e d iz e r  igualm ente : T (X ± i-» Y ) .
6 p rec iso  observar ainda  que a d e fin iç ã o  acima não é 
ú n ic a . E la  pode ser d ife r e n t e , por exem plo, quanto aos passos 
( i )  e ( i i ) ,  is to  é ,  quanto ao modo da chamada r e c u r s iv a .
A d e fin iç ã o  que fo i  dada , na qual deve-se determ inar 
(X + h> . . .  +(-» W^) e (W^ ± h» Y ) ,  é chamada "forw ard  cha in in g  
a p p ro a c h ".
Uma v ar ia n te  é p ossível quando se procura determ inar 
(X + h» Wi ) e (W4 + 1-> . . .  ± !-»• Y) recursivam ente . Essa  abordagem é 
chamada "backward c h a in in g " .
Uma t e r c e ir a  variação  combina as duas a n te r io r e s . 
N e la , o passo ( i )  é su b st itu id o  por "determ inar T i-~ (X +h> . . .  
+ 1-* W ) e T I— ( +h> . . .  ±h» Y ) " ,  e o passo  ( i i )  é 
su b st itu id o  por "determ inar  (X + 1-> í^) e  T e (W^ ± h» Y) e  T " .  
Esta  últim a abordagem, onde o passo ( i )  contém duas chamadas
53
recu rsiv as  ao procedim ento é chamada "double  c h a in in g " .
Em todas as abordagens os resultados  sSo d ife r e n t e s . 
Por exem plo, s e ja  a seg u in te  rede sem ântica:
t V  ©
*  \ +
A relaçSo  T i— (A + h> D) é verd adeira  se usarmos a 
abordagem "forw ard  c h a in in g " ,  mas nSo é verd adeira  se usarmos 
"double  c h a in in g " .
Resta  entSo d e sc o b rir  quão in t u it iv a s  são estas  
d e f in iç S e s , já que pequenas m odificaçSes na d e fin iç S o  dos 
algoritm os produzem resultad o s  tSo  d is t in t o s . Para fa ze r  esta  
a n á l is e , fo i  u t i l i z a d o  um método de form alizaçSo  em ló gica  de 
c l a s s e s .
4 . 2  Form alizaçSo  na Ló g ica  das C lasses
£ necessá rio  encontrar uma forma de representar  a 
herança nSo- estrita  na ló g ic a  das c lasses  e ste n d id a . A presença 
de exceçSes i n v i a b i l i z a  de im ediato  a u t il iz a ç S o  de en caixes  
a d it iv o s , já que estes  determinam a in clu sSo  entre as c lasse s  
e n c a ix a d a s .
Se "X "  herda de " Y " ,  e essa  herança é nSo- estrita , 
então "X "  não está c o n tid a  em " Y " .  Mas "X "  e "Y "  podem ser
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comparadas através da m u ltip licaçã o  b iu n iv o ca .
Em prim eiro  lu g ar , admite-se que tanto  "X "  quanto "Y " 
determinam uma d iv isã o  dicotôm ica no universo  "U " . Admite-se 
então que o universo  se d iv id e  dicotomicamente em "X "  e " X " ,  o 
que é denotado por U/X = X + X . Por outro lado , o mesmo universo  
também se d iv id e  dicotom icam ente em "Y "  e " Y " , o que é denotado 
por U/Y = Y + Y .
0 universo  assim  d iv id id o  continua contendo os mesmos 
elem entos que antes da d iv is ã o . Logo, há uma e q u iv a lên c ia  de 
extensão entre  "U " , "U/X" e "U/Y",  o que é denotado por :
U = U/X = U/Yo o
Como U/X  =  U/Y,  é possível submeter essas c lassese
(u n iv erso s ) à m u ltip licaçã o  b iu n iv o c a . E o produto , que será 
denotado por "U/X/Y"  (ou "U /Y / X " ,  já que a m ultip licaçã o  
b iu n iv o ca  é com utativa) será equ iv alente  em extensão ao universo  
"U " , mas estará  d iv id id o  em 4 partes segundo as duas dicotom ias 
d i s t i n t a s :
U/X x U/Y = U/X/Y
com:
U/X/Y  = XxY + XxY + XxY + XxY
ou:
U/X/Y  = XY + XY + XY + XY
Uma representação  diagram ática  pode a judar  a perceber 
esta  s itu aç ã o . S e ja  U/X  = X + X , representado por:
X
e se ja  U/Y  = Y + Y , representado  por:




Mas, como fo i  d ito  a n te s , is so  não afirm a nada sobre a 
herança de " X " .  D iz  apenas que "X " está contido  parcialm ente  em 
"Y "  e parcialm ente  em " Y " .
A intensão  da herança não- estrita  é a s e g u in te : 
"pode-se assum ir que X são Y, porque se não fosse  assim , isso  
s e r ia  d i t o " ,  ou s e ja , se e x is t ir  um elemento de "X "  que não é 
elem ento de " Y " ,  e le  é excessão , e uma excessão deve ser 
e x p l ic it a d a , ou s e ja , tornada conhecida .
Um exemplo dessa  situação  é o se g u in te : pede-se a uma 
pessoa  que pense em um e le fa n t e , e a s e g u ir , pergunta—se qual é 
a cor do e le fa n t e . A pessoa provavelm ente dirá  que é " c i n z a " ,  já 
que não fo i  d ito  para pensar em um e le fa n te  de outra c o r . Mas se 
fosse  d ito  que e la  pensasse  em um e le fa n te  a lb in o , e a seg u ir  se 
perguntasse  a c o r , certam ente s e r ia  ouvido "branco  . 0 
conhecim ento do senso comum estab elece  que um e le fa n te  é c in za  
até que se ja  d ito  algo  em co n trá rio . Logo, aquelas  sub classes  da 
c la sse  "E l e f a n t e "  que não são c in za  (como a dos e le fa n te s  
a lb in o s ) são c lasse s  excep cio nais  em relação  à regra  g e r a l : 
"e le fa n te s  são c i n z a " .
G en eraliza n d o , se "X "  são " Y " ,  então a c la sse  composta 
pelos "X "  que são sim ultaneam ente " Y " ,  é uma c la sse  e x c e p c io n al . 






pode-se afirm ar que a c la s s e  "XY"  é e xc ep c io n al , enquanto que as 
outras três  c lasses  são não- excepcionais . De fa to , a c lasse  "XY" 
é não- excepcional porque f o i  afirm ado  que "X  são Y " .  Como nada 
fo i  d ito  sobre os " X " ,  pode-se assum ir que tanto  "XY " quanto 
"XY"  são não- excepcionais .
Observa-se que se essa  herança fosse  do tipo  
"e s t r i t a " ,  a c la s s e  "X Y " s e r ia  v a z ia , e então r e s u lta r ia  que X £ 
Y . Note-se o que acontece nos diagram as seguintes onde a c lasse  





Mas se a herança que se quer determ inar é do tipo  
"n ã o - e str ita ", então a c la s s e  "X Y " não é v a z ia . Assim , tem-se 
que assum ir sua e x is tê n c ia  atribuindo- lhe  o status de c lasse  
e x c e p c io n a l .
A  noção de exc ep c io n alid ad e  é r e la t iv a  à herança. Por 
exemplo, se "X  são Y " ,  em:





a c lasse  "XY"  é excepcional para a relação  "X  são Y " .  Mas se for  
consideda  uma outra  relação  como "Z sSo W " , e x is t ir S o  outras 
dicotom ias sobre o mesmo u n iv e r s o , e os elementos de "X Y " ,  
v isto s  sob a ó t ic a  da dicotom ia  " ^ / Z / W " ,  poderão não ser 
excepcionais  em relação  a e l a :
5 7
W






Em "U /Z /W ' , a c la s s e  excepcional é "ZW" .  Note que a 
c lasse  excep cio n al "ZW" nSo co in c id e  com a c lasse  excepcional 
"XY"  de "U/X/Y".  P o rtan to , um elemento nSo é excepcional por si,  
mas apenas relativam ente  à uma relaçSo  de herança da t e o r ia .
A ssim , pode-se fa la r  de "c la sse s  nSo- excepcionais para 
uma relaçSo  de h e r a n ç a ". Pode-se d ize r  que uma c lasse  é 
nSo- excepcional se for  conhecida  através de uma expressSo  como 
K (X x Y = X Y ) .
A  relaçSo  de herança nSo- estrita "X  são Y " será. 
representada  através  do conhecim ento que se tem sobre as c lasses  
nSo- excepcionais em n<lC/X/Y " :
K (X x Y = X Y ) ,  K (X  x Y = X Y ) ,  K (X  x Y = XY)
A relaçSo  "X  sSo Y " nSo permite d iz e r  "K (X  x Y = X Y ) " .  
Is to  porque se os elem entos nessa c lasse  forem nSo- excepcionais , 
is s o  s e r ia  r e la t iv o  a uma outra relaçSo  de herança da t e o r ia , e 
e les  só seriam  conhecidos através desta  outra re laç S o . Somente 
com a relaçSo  "X  sSo Y " nSo se pode afirm ar que se conheça "X Y " ,  
porque os elem entos dessa  c lasse  sSo excepcionais  para essa  
relaçSo  de h eran ça . EntSo as equaçSes K ( X x Y = X Y ) ,  K ( X x Y =  
X Y ) ,  K (X  x Y = X Y ) , realm ente representam  a relaçSo  nSo- estrita  
"X  sSo Y " .
Pode-se representar  o s ig n ific a d o  para essas  equaçSes 
epistém icas  através  de diagram as hachureados nas reg iSes  que 
correspondem  às c la s s e s  nSo- excepcionais, deixando-se em branco 
as zonas que representam  c lasse s  excep c io n ais .
Por exem plo, o s ig n ific a d o  de {K (X xY = X Y ), K (Xx Y= XY) ,  









e o s ig n if ic a d o  de {K (X x Y = X Y ), K ( XxY=XY) ,  K (XxY =XY )} é :






A determ inação da herança de "X "  em relação  a "Y "  pode 
ser f e it a  através de m u ltip licaçSes  entre as equaçSes 
ep istô m icas , ou mesmo entre  os próprios diagram as, da seguinte  
m aneira :
a) Escolhe-se todos os diagram as que contenham somente 
as dicotom ias "U/X"  e "U/Y".
b) Se houver mais de um diagram a contendo "U/X"  e 
"U/Y",  realiza- se  a intersecção  destes diagram as (o que será 
demonstrado mais a d ia n t e ) .
c) Elim ina-se a c lasse  "X", ficando- se apenas com "X " 
e suas su b cla sses : "X Y " e "X Y " .
d) Se apenas "XY"  for  não- excepcional, então "X "  herda 
de " Y " .  Se apenas "XY"  for  não excepcional então "X "  herda de 
" Y " . Se ambas forem não e xc e p c io n a is , temos am biguidade : "X "  
pode herdar tanto  de "Y "  quanto de " Y " .  Se ambas forem 
exc e p c io n a is , temos contradição .
A segu ir  é apresentado um exemplo de determ inação de 
herança no qual se quer saber se "X "  herda de "Y "  ou não.
a) Tem-se apenas o diagram a "U/X/Y " que corresponde a :
U/X/Y : X Y B § n X I
X Y 1 XY
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c) Elim ina-se a c la s s e  "X "  de " W / X / Y "  e resta  apenas:
X : X Y Í^j 1XY
d) Como apenas "XY"  é nSo- excepcional, entSo "X " herda
de " Y " .
Se se ten tar  u t i l i z a r  este  mesmo diagram a para 
determ inar se "Y "  herda de " X " , faz- se o mesmo nos passos (a) e 
( b ) , e entSo :
c) Elim ina- se "Y "  e re sta  apenas:
Y :
W -XY
d) Como as duas c la s s e s  sSo nSo- excepcionais , entSo há 
am bigüidade: um elem ento de "Y "  pode pertencer tanto a "X "  
quanto a " X " .
Note-se que esta  conclusSo  corresponde à intu içSo  de 
que se "X  sSo Y " entSo "Y  podem ser X ou X " .
A contradiçSo  aparece se houver do is  diagram as 
representando  "X  s3o Y " e "X  nSo sSo Y " .  Por exem plo:
a) Tem-se os diagram as:
XY — I XY XY i X Y
U / X / Y :  _  H U ___ e U / X / Y :  _  D p i ___
1 X Y ^ ^ X Y  2 X Y ^ ^ ^ X Y
b) R ealiza- se  a in tersecç So  dos diagram as, segundo a
operaçSo D x D = D , onde "D  " contém as dicotom ias de "D  " e ^ ^ i 2 a' 3 i
"D  " ,  e as zonas hachureadas de "D3 " sSo somente aquelas que sSo
hachureadas em "D " e em "D  " sim ultaneam ente. EntSo U / X / Y  x1 2  1
U / X / Y  = U/X/Y,  onde:
2
c) Eliminando  a c las s e  " X " ,  fica-se com:
X : X Y | | |XY
d) Como as duas subclasses  de "X "  são exc e p c io n a is , 
conclui- se que há. co n tradiçã o .
4 . 2 . 1  T r a n s it iv id a d e  da Herança não- Estrita
A n ecessid ade  da determinação da herança por 
t r a n s it iv id a d e  surge quando não se tem informação im ediata  de 
herança entre  duas c l a s s e s . Se por exemplo, há um diagram a tí/X/Y 
e um diagram a U /Y / Z ,  mas não há UfX/Z,  podemos obter um diagram a 
que compare as c la s s e s  X e Z através da m ultiplicação  b iunlvoca  
de U/X/Y  e U / Y / Z .  S e ja  então :
Para  comparar X e  Z , é necessário  te r  as três
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A m aneira d ir e ta  de obter esse diagram a, mantendo as 
inform açSes sobre a nSo- exepcionalidade das c la s s e s , é fazendo  a 
operaçSo U/X/Y  x U / Y /Z  = U/X/Y / Z ,  e determ inando que as c lasse s  
n2o- excepcionais em U/X/Y /Z  sSo aquelas que sSo nSo- excepcionais 
sim ultaneam ente em U/X/Y  e em U /Y / Z .  Em termos de diagram as, as 
c la s s e s  hachureadas do diagram a de U/X/Y /Z  correspondem à 
intersecçã o  das c lasse s  hachureadas de U/X/Y  e de U /Y / Z ,  ou 
s e ja :
XY XY YZ XYZ XYZ
A determ inação da herança , c o n s is t e , neste c aso , em 






V e rific a- se  que a ú n ica  subclasse  nSo- excepcional de X 
é XYZ, ou s e ja ,  a dos elementos que sSo sim ultaneam ente da 
c la s s e  X , Y e Z . Portanto , se deduz que "X  sSo Z " . Mas esta  
dedução permanece r e la t iv a  à t r a n s it iv id a d e  da herança v ia  Y ,
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porque se for  ignorada a dicotom ia  U/Y sim plesm ente, então a 
c lasse  XZ terá uma região  excepcional e uma região  
não- excepcional. Não será possív el id e n t i f ic a r  essas  regiSes  
devido à fa lt a  da dicotom ia  U/Y.  Então a c la s s e  XZ, tomada 
isoladam ente de Y não perm ite chegar a conclusão algum a:
como interm ediá ria  na herança de X em relação  a Z , posto que sem 
a presença de Y , não se co n clu i se a c la s s e  XZ é ou não 
e x c e p c io n a l .
4 . 2 . 2  A bolição  e Am bigüidade
Resta agora fo rm alizar  os p rin c íp io s  de abolição  e 
am bigüidade para o caso  de inform açSes c o n tr a d itó r ia s .
Como se d e s e ja  m ostrar se a in tu içã o  que determ ina 
estes p rin c íp io s  é d ife r e n t e  na ló g ica  das c la s s e s , não será 
fe it a  uma interpretação  pura e sim ples dos p rin c íp io s  d e fin id o s  
no capítulo  4 . Estes  p r in c íp io s  serão d e fin id o s  da m aneira que 
parecer mais natural na ló g ic a  das c la s s e s . Se procurará 
demonstrar se essa  in tu iç ã o  é a mesma do cap ítulo  4 ou não.
Será examinado um algoritm o para determ inação de 
herança que u t i l i z a  um número mínimo de operaçSes .
Supondo uma t e o r ia  de herança S ,  composta por equaçSes 
epistêm icas cu jo  s ig n if ic a d o  é dado por diagram as dicotôm icos, 
deseja- se saber se a c la s s e  X herda de Y ou de Y , ou se há 
am bigüidade ou contradição  quanto a essa  relaçã o .
XZ
X :
Adm ite-se, então , a necessidade  de manter a c lasse  Y
Procede-se como segue :
a) Constroe-se um grafo  G , onde os nodos são as
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c lasse s  de S ,  e onde d o is  nodos estSo ligados  se S  compara 
diretam ente as resp ectiv as  c la s s e s .
b) A p a r t ir  do nodo X , percorre-se o grafo  G , buscando 
encontrar o menor caminho entre  X e Y . Se este  caminho e x i s t i r ,  
será representado  por Cn+1 = <X, Z , Z , • • • ,  Z^, Y>. SenSo o 
algoritm o pára : "nSo  é  possív el comparar X e Y por fa lt a  de 
in fo rm aç ã o ".
c) M ultip lica- se  biunivocam ente os diagram as de Cn+1: 
U/X/Z^, U /Z jZ z , . . . ,  U /Z j Y ,  obtendo o diagram a 
U/X/Z  /Z  / . . . / Z /Y .  Se o menor caminho entre X e Y nSo for  ú nico1 2  n
temos um conjunto  dos C™+ cam inhos. Neste caso , procede-se à 
m u ltip licaçã o  b iu n iv o c a  dos diagram as U./X/Z  /Z  / . . . / Z  /Y^ V jL|L Ti/U
de cada caminho c "+1 para  obter U/X/ZjZ^ / .  . . / Z ^ / Y .
d) Separa-se a c la s s e  X de U/X/ZjZ^  / . .  . / Z ^ / Y .
e) Se somente XY contém classes  nSo- excepcionais em 
U/X/Z /Z / . . . / Z  /Y ,  entSo  conclui- se que X herda de Y . Se1 2  n
somente XY contém c la s s e s  nSo- excepcionais em 
U/X/Z  /Z  / . . . / Z /Y ,  entSo conclui- se que X herda de Y . Se1 2 n _
ex istirem  c la s s e s  nSo—excep cio n ais  em XY e em XY, ou se nSo 
ex istirem  c la s s e s  nSo—e xc ep c io n ais  em X , entSo há am bigüidade 
(menos no caso  em que o menor caminho entre X e Y é <X, Y>, 
quando a in e x is t ê n c ia  de c la s s e s  nSo- excepcionais in d ic a  
c o n t r a d iç S o ) .
Diz- se que este  algoritm o u t i l i z a  um número mínimo de 
operações porque se fo r  composto U/X/Y,  r e a lizo u —se apenas uma 
m u ltip licaç S o  b iu n iv o c a . Se fo r  composto U /X /Z /Y ,  u t i l i z o u —se 
três  m u ltip licaç õ es  b iu n ív o c a s :
U/X  x U/Z = U/X/Z 
U/Z x U/Y = U/Z/Y 
U/X/Z  x U/Z/Y  = U/X/Z/Y
Se for  composto U/X/Z /Z /Y, u tilizo u- se  c inco
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m u ltip licaç õ es  b iu n lv o c a s .
Continuando , para compor diagramas n- dicotôm icos, 
serSo n ecessá rias  (2n-3) operaçSes de m ultip licaçSo  b iu n lv o c a .
Assume—se como resultado  s a t is fa t ó r io , aquele  que 
puder ser  determ inado com um número minimo de operaçSes de 
m u lt ip lic a ç ã o .
S e ja , por exem plo, DE a c lasse  dos e stud an tes , R a 
c la s s e  dos adultos  e <C a c lasse  dos casados , e se ja  S  uma te o ria  
onde:
S  = { K (E x A = E A ) ,  K (E xA = Ê Ã ) ,  K (Ê xft=Ê Ã ),
K ( A x C = A C ) ,  K ( Ã x C = Ã C ) ,  K ( Ã x C = Ã C ) ,
K ( E x C = E C ) ,  K ( E x € = C C ) ,  K(ÍÊx C = Ê C ) }
EntSo W / E ,  U/R  e U/C,  podem ser respectivam ente :
E
Lembrando que cada diagrama a segu ir  representa  três
equaçBes do t ip o  K (X x Y —X Y ) ,  d iz  
p ela  funçSo "d e n o t " é :
se que o s ig n if ic a d o  de S ,  dado
Ê possív el m u lt ip lic a r  os diagram as U/E./& e U/R/C  de
S ,  o que dá :
EÃ C ?5 E Ã C
W / E / Ã / C : E Ã C
E Ã C E Ã C
o que é c o n tra d itó rio  com U/E /C  no que d iz  resp e ito  à herança 














E Ã C E Ã C E Ã C
o que s ig n i f i c a  qur nada se pode d ed u zir  sobre a condição dos 
estudantes serem casados ou não.
O c r it é r io  para e lim in ar  t a is  co ntradiçSes  é 
e stab e le c id o  no algoritm o , e é o s e g u in te : se do is  diagram as são 
c o n tr a d itó r io s , o que for  composto pelo  m aior número de 
dicotom ias (mais m ediato) será abo lido  pelo  que for  composto 
p elo  menor número de dicotom ias (menos m e d iato ). Então não se 
chega a compor « / E / Ã / C ,  porque £C/E/C  já perm ite t ir a r  conclusSes 
com um número mínimo de operaçSes .
Por outro la d o , se d o is  diagram as c o n tra d itó rio s  são 
de mesmo tamanho, não é p ossível d e c id ir  quanto a a b o liç ã o . Logo 
há ambigü id a d e .
4 . 2 . 3  Relação k -
Para fin s  de s im p lific a çã o  da notação, serão usadas as 
segu intes  ab rev iaç Ses :
66
(X x Y = XY ) ,  (X x Y = X Y ) ,  (X x Y = XY) por (X -> Y)
A  relaçSo  será d e f in id a  da seguinte  m aneira:
D e fin iç ã o  ( RelaçSo  )C
S e ja  S  uma t e o r ia  de herança nSo- estrita formulada em 
ló g ica  de c la s s e s :
S  (X + Y) se K (X  +  Y) e  Sc
S  !“*»■ (X ■* • • •  Y) se K (X Zt ) g  S  , . . . , K ( Zn ■> Y )
e  S  e (Jlm<n) K (X  + W±) g  S  , . . .  , K(Wm -> Y) g  S .
Retornando ao exemplo a n t e r io r , a te o ria  S  será 
representada  por:
S  = {K (E  + & ) ,  K (&  + C ) ,  K (E  *  C )>
Vô-se que todas as l ig a ç Se s  d ire ta s  de S  seguem da 
t e o r ia . Por exem plo:
S  (E  *  C )
Mas as l ig a ç S e s  in d ir e t a s  só seguem da te o ria  se a 
condiçSo  de nSo e x i s t i r  um caminho co n trad itó rio  de tamanho 
menor ou ig u a l  for  s a t i s f e i t a .  Assim , a re laçSo :
S h-c (E -» A -> €)
s a t is fa z  a co ndiçSo :
K (E  A )  g  S  e K (A  + C )  g  S
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onde n = l , já que há apenas uma c lasse  interm ediária  (a c lasse  
Mas essa  ligação  in d ir e t a  não s a t is fa z  a condição :
(jS m<n) K( X-»W± ) e S  , ... , K ( Wm + Y ) e S
já que e x is t e  um m=0, a saber K (E  -> <D), que pertence a S .
Portanto  a relação  (E  *  &  *  € ) não segue da t e o r ia , já 
que e la  é a b o lid a  por (E  -* C ) .
A. 3 Comparação entre i-— e
Para comparar as relaçSes  i**' e h-c , é necessário  
d e f in ir  as funçSes /  e / *  também para relaçSes de herança não 
e s t r i t a . Para as lig a ç S e s  d ir e ta s  de T , pode-se d e f i n i r :
/ ( X  + h »  Y )  =  K ( X  + Y)
/ ( X  -  Y )  =  K ( X  +  Y)
e para as lig a ç S e s  d eriv adas  de T ,  define- se :
/ ( X  + t-> . . .  + 1-> Y )  =  (X  +  . . .  +  Y )
/ ( X + h> . . .  - h> Y )  = (X -> . . .  -> Y )
e fin a lm en te , / * ( T)  é dada por :
/ * ( { « ,  p ,  r ,  6 ,  . . . > )  = { / ( « ) ,  / ( f l ) ,  / ( r ) ,  / (<5) ,  . . .  >
Em prim eiro  lu g a r , v erifica- se  co in c id ê n c ia  nos do is
métodos ( e ) no que d iz  resp e ito  às lig açSes  d ir e t a s . Se 
P c
T possu i uma ligaçã o  d ir e t a  a,  então e la  será mapeada em / ( T ) ,  
numa ligação  / ( « ) .  O ra , se T i-~ a é verdadeira  porque a  é uma 
ligação  d ir e t a  de T ,  então / * ( T )  i— / ( a )  também é v erd adeira  
pelo  fato  de que / (a )  representa  uma ligação  d ir e t a  mapeada em 
/ * ( T )  ( já  que / ( « )  denota  um diagrama com apenas duas
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d ic o to m ia s ) .
As d iferen ç as  entre esses  do is  métodos surge no campo 
das l ig a ç S e s  in d ir e t a s .
Por exem plo, se T = { (Ã  +[-» IB), (B +[-» C ) ,  (C  +j-> [D)f 
(A +)-> F ) ,  (F  -|-> ID) } ,  e se S  = / * ( T ) ,  ta l  que S  = {K (A  + B ) ,  
K (B  + C ) ,  K (C  *  O ) ,  K (A  h> F ) ,  K (F  + DD)}, então :
T i-/p (A + [-* F  - [-> D )
e :
S  i-~'c (A -* F  -> ID)
S e ja  um outro exem plo, onde:
T = { (F r e d  + |-+ E s t u d a n t e ) , (Estud ante  +|-> A d u l t o ) ,  
(A du lto  +}-» C a s a d o ) , (E stud an te  - (-> C a s a d o ) } .
Então T i—-p (F red  +[-» Estudante  -[-» C a s a d o ) , e se 
= /  (Tt)r então com partilha  esta  relaçã o , a sab er : i—c
(F red  -* Estudan te  •* C a s a d o ) .
Assume-se que esta  relação  continua  valendo  para  T ,
onde Tz = T u  { (F r e d  +(-> A d u l t o ) } .  Então T2 i—p (F re d  + [-*
E stu d an te  - [-» C a s a d o ) , porque a informação " (F r e d  +[-» A d u l t o ) "  é
t id a  como redundante em T (v . [DIX 89] pag . 2 ) .i z
Mas se a herança é não- estrita , então esta  inform ação 
não é redundante , pois  e la  é im ediata  ao passo que a que se 
t in h a  em T , a saber (Fred  +[-» Estudante  +(-> A d u l t o ) ,  era 
m ediata . O ra , se a herança é não- estrita , as ú n icas  re laç S es  de 
herança não a b o liv e is  são as im ed iatas , enquanto que as m ediatas 
podem ser a b o l id a s . Portanto são dois  t ip os  de relaçSes  
d ife r e n t e s , pois  têm propriedades d ife r e n t e s . Vê-se que esta
Hfnoção é captada por i—c : s e ja  S2 = /  (T2 ) ,  então S2 = u 
{K (F r e d  -» A d u l t o ) } .  Logo :




S  h/ (F red  ^  A d u lto  ■* Casado)2 C
em bora:
T i-w (Fred + 1-> Estudante  - i-* Casado)2 p '
A e x is tê n c ia  dessas  d ife re n ç a s  demonstra claram ente 
que i— e i— baseiam-se em in tu iç S e s  d is t in t a s  sobre o que deve
P C
ou não deve ser herdado numa e sp e c ifica ç ã o  de herança 
não- estrita .
Serão mostrados a seg u ir  alguns problemas com a 
in tu ição  subjacente  à d e f in iç ã o  formal de K'P * prim eiro
lu g a r , demonstra-se que lig a ç õ e s  d ir e ta s  não são redundantes na 
presença de lig a ç Ses  in d ir e t a s . A s e g u ir , mostra-se que a noção 
de ordenação p a r c ia l  entre  as c la s s e s  numa e sp ec ificaç ã o  de 
herança nâo- estrita  é a r b it r á r ia  e a r t i f i c i a l ,  o que pode 
ju s t i f i c a r  o método de determ inação de herança por m inim ização 
de operações.
4 . 3 . 1  Não-Redundância das L ig açS es  D ire tas  Frente às In d ir e ta s  
Nesta seção será considerado  o seguinte  exem plo:
(Casado]
T X  t *(Adulto)
(Estudante)
(Fred)
J .  D ix  a firm a  que a adição  de uma informação como 
"Fred  é a d ulto " é redundante para  T ,  uma vez que e la  já segue da 
t e o r ia :
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T t— (Fred + h> Adulto)
N esta  v is S o , uma t e o r ia  como T tem um arco 
redu nd an te :
fCasado)
A  adiçSo  de t a l  inform açSo nSo deveria  pois fa ze r  com 
que as conclusSes de T fossem  d ife r e n t e s  das de T . Portanto ,
(Fred - 1-> C a s a d o ) . E n tretan to , v erifica- se  que t a l  a lteraçSo  
ocorre quando se usa  i**'c , p o is :
/ * ( T)  i— (F red  -* Casado)
e :
/ * (T ) (F red  -> Casado)1 c
T al a lte ra çS o  pode ser ju s t if ic a d a  se a inform açSo 
ad ic io n ad a  em T é nSo- redundante, e realm ente traz  conhecim ento 
novo à t e o r ia . S e ja  entSo um fragm ento de T ,  que será chamado de 
T :
fAdulto]













Se a Ü g a ç S o  (Fred + f»  Adulto) é realm ente redundante 
em T , deveria- se esperar  uma equ iv alên cia  entre T  ^ e Tg quanto 
às conclusões v ia  .p
Essa  e q u iv a lên c ia  e x is t e , de fa to , quando e Tg s2o 
tomadas isoladam ente de outros contextos, mas pode d e ix ar  de 





V e rific a- se  que T U nSo é equ ivalente  a Tg u T4
T 2 U T 4 (Adulto]










T uT ty (Fred + 1-> Adulto)
2  4  P  '
e :
T UT t— (Fred + h> Adulto)3  4  p  ' '
Logo, a lig aç So  (Fred + 1-> Adulto ) n2o é redundante , a 
nSo ser quando tomada fo ra  de contextos mais g e r a is .
0  algoritm o de i-- p r iv ile g ia  as inform ações im ediatasc
como / ( F r e d  + »-> A d u l t o ) , em detrim ento das que sSo mais 
m ed iatas . Isso  parece ser mais conseqüente com a noçSo de 
herança nSo e s t r i t a .
Enquanto, no caso  da herança e s t r it a , a t r a n s it iv id a d e  
é v á lid a  inco ndic io nalm ente , is to  é ,  se (X +[=> Y) e (Y + ( = ^ Z )  
entSo (X +|=* Z ) ,  no caso da herança nSo - estrita , a 
t r a n s it iv id a d e  é sen sív el ao contexto , uma vez que relaçõ es  
m ediatas podem ser ab o lid as  pelo  contexto . EntSo conclui- se que 
numa e sp e c ifica ç ã o  de herança nSo- estrita  uma lig aç So  d ir e t a  
nunca é redundante fren te  às ligações  in d ir e t a s , mesmo que e la  
possa ser derivada  por t r a n s it iv id a d e  d e s ta s , porque sempre há 
conhecim ento novo sendo adicionado  à te o ria  e nSo se sabe a 
priori quando a mudança de contexto  afetará  a t r a n s it iv id a d e  das 
r e la ç õ e s .
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4 . 3 . 2  A rb itra r ie d a d e  da OrdenaçSo P a r c ia l  entre  as C lasses  numa
Teoria  de Herança nSo- Estrita
A questSo de nSo se ter  tr a n s it iv id a d e  in co n dic io n al 
em te o rias  de herança nSo- estrita  tem origem em uma questSo mais 
profunda , que é a a rb itra r ie d a d e  com que é e stab e le c id a  a 
ordenação p arc ia l  entre  c lasse s  numa te o ria  de herança 
n So- estrita .
No exemplo a n t e r io r , em T , Fred herda a propriedade 
de nSo ser casado da c la s s e  dos e stud an tes , porque esta  lhe é 
"m ais próxim a", ao passo que a c la s s e  dos adultos  lhe  é "menos 
p ró xim a".
Ê certo  que numa t e o r ia  de herança e s t r it a  ta l  
ordenaçSo entre as c lasse s  e x i s t e . Se X £ Y , pode-se d iz e r  que X 
< Y (X precede Y ) .  Assim , s e X < Y e Y < Z ,  pode-se afirm ar que 
X < Z , e que a c lasse  Y é mais próxima de X do que a c lasse  Z , o 






Mas esta  noçSo de proxim idade entre c lasse s  n2o parece 
c la r a  no caso da herança n So - estrita , já que neste  caso nSo se 
têm in clu sSes  de c lasse s  mas apenas comparaçSes m u lt ip lic a t iv a s  
b iunlvocas  entre c la s s e s . Se se tem U/X  e U/Y,  e X nSo está 
in clu íd o  em Y , nem Y em X , entSo nSo é in t u it iv o  fa la r  que X 
precede Y ou que Y precede X , uma vez que sSo c lasses  
o rtog on ais , num certo  se n tid o :
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U/X: X U/Y:
Assim , se Estudan te  nSo é uma subclasse  de A d u lto , 
qual é o sentido  de d iz e r  que Fred está. mais próximo de 
Estudan te  do que de A dulto ?  Uma resposta  possível é d iz e r  que 
fo i  fo rn ec id a  inform açSo de que estudantes sSo a d u lto s . Neste 
se n tid o , portanto , há uma e sp é c ie  de "in c lu sS o  nSo- estrita" de 
Estudan tes  em A d u lt o s . Mas entSo  se estará  impedindo que se ja  
fo rnecida  a inform açSo de que adultos  sSo estudantes (ou nSo , se 
for  o c a s o ) ,  já que uma t e o r ia  de herança é ,  por d e f in iç S o , um 
grafo  d irecio n ado  a c l c l ic o .
NSo se pode, p o is , e stab elecer  uma relaçSo  de 
precedência  entre  c lasse s  comparadas m ultip licativam ente , uma 
vez que a possív el e x is tê n c ia  de c ic lo s  nas relações de herança 
nSo pode ser representada  nas estru tu ras  de ordenaçSo p a r c ia l .
Assim  é que a t e o r ia  de herança do senso comum, 
segundo a qual as c lasse s  se estruturam  em um grafo  direcionado  
a c lc l ic o , nSo perm ite represen tar  situações  como:
(Franceses + h» Moradores da França)




Em g e r a l , o que se faz  nestes casos é escolher 
arbitrariam ente  uma das l ig a ç õ e s , preterindo- se a outra .
Quando essas  lig a ç õ e s  sSo form uladas em linguagem  de 
c la s s e s , pelo  fa to  de nSo haver estabelecim ento  de ordenaçSo 
p arc ia l  entre  as c la s s e s , a herança  "c í c l i c a "  torna-se apenas um 
tip o  e sp e c ia l  de diagram a. S e ja  F  a c lasse  dos franceses e [M a
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denot(IM -» F )  =
FIM





Compondo os diagram as tem-se:
U /F/Di x U /F/Dl = <U/\F/W 1 2
onde 1^/F/Di é representado  pelo  diagram a:
O diagram a U/W /Di estabelece  que um elem ento é 
nSo- excepcional se p ertencer  simultaneamente a F  e a Dl, ou se 
p ertencer  sim ultaneam ente a F  e a CM. Caso c o n trá r io , e le  é 
e x c e p c io n a l .
Esta  noçSo é d u a l , nas teo rias  de herança nSo- estrita , 
a uma que se tem nas te o ria s  de herança e s t r i t a : a eq u iv a lê n c ia
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entre  c la s s e s . Em uma te o ria  de herança e s t r i t a , pode- 
a fir m a r :
se (X £ Y) e (Y £ X) entSo (X =o Y)
Agora , em te o r ia s  de herança não- estrita , pode-
d i z e r :
se (X *  Y) e (Y *  X) entSo (X A *  Y)
onde:
XY XY





5 TEORIAS DE HERANÇA DO SENSO COMUM CO CASO NXO-MONOTÔNICO COM 
HERANÇA MISTAD
Reservou-se este  c a p itu lo  para fa la r  de te o r ia s  de 
herança onde se m isturam  relaçõ es  e str ita s  e n ã o- estritas . 
Apesar de este  ser  o caso  mais im portante para representação  do 
conhecim ento, co ntinua  sendo o menos abordado na l it e r a t u r a . 
Isso  ta lv e z  se deva ao fato  de que os problemas da form alização  
das te o ria s  de herança não- estrita  se propaguem nas te o rias  
m ista s , causando uma sé r ie  de outros problemas (v . [DIX  89] pag . 
7 ) .
Na abordagem p ro p o s ic io n a l , tem-se quatro t ip o s  de 
lig a ç Se s  numa t e o r ia  de herança m ista : "+|=>", "+!->" e
" - h> " .
Na abordagem de c lasse s  tem-se encaixes a d it iv o s : 
"K X + K X '= K Y ", e en caixes  m u lt ip lic a t iv o s : "K (X x Y = 0 )"  e 
" K (XxY=XY) " .
Devido ao fato  da t r a n s it iv id a d e  ser in c o n d ic io n al  nas 
seqüências de en caixes  a d it iv o s , pode-se assum ir que qualquer 
in fe r ê n c ia  sobre uma c a d e ia  de encaixes  a d itiv o s  é im ed iata , ou 
s e j a ,  s e Ã S B e I B í C  então "A  £ C "  é uma in fe r ê n c ia  im ed iata .
To d avia , no caso  dos en caixes  m u lt ip lic a t iv o s , será. 
im ediata  apenas a in fe r ê n c ia  que for  r e a liza d a  sobre um diagram a 
de duas d ico to m ias , da forma U/X/Y.
Se ja  a t e o r ia  S  = {K (A+& '=ÍB ) ,  K (tB-HB'=C) , K(<E+€'=D) ,  
K (ED-HD' =tE) , K(Q3-»F), K(C-»F), K(!D-»F)}, que denota:
Quer-se determ inar se A herda de F  ou F .  V erifica- se  
que as in fe r ê n c ia s  im ediatas sobre Ã sSo : A â B , &â D  e & 3 E .
As in fe r ê n c ia s  im ediatas sobre B ,  € e ID sSo respectivam ente : 
B + F , C +F  e [D+F. Por composiçSo das in fe r ê n c ia s  im ed iatas , 
obtém-se as seguintes  in fe r ê n c ia s  m ediatas:
A ^B X B +F = &-»F
X C +F = &->F
X ID+F = &-»F
Ve-se entSo que o c r it é r io  de m inim izaçSo de 
composições é ambíguo nestes caso s . Mas como a t r a n s it iv id a d e  é 
in c o n d ic io n a l  nas seqüências de encaixes a d it iv o s , pode-se 
form ular a seguinte  regra  de determ inaçSo de herança :
Se a a p licaçSo  do c r it é r io  de m inim izaçSo de operações 
for  ambíguo, entSo a c la s s e  & herda de F  somente se para toda a 
c la s s e  Z na qual &  está c o n tid a , e sendo que Z herda 
nSo- estritam ente de F  (no caso , o único  Z é a c la s s e  C ) ,  e x i s t i r  
uma outra  c la s s e  W, d ife r e n t e  de Z , que contém a c la sse  & e que 
está co n tid a  em Z (no c aso , a c lasse  B ) ,  t a l  que essa  c la s s e  W 
herda nSo- estritam ente de F .
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Em termos g e r a is , a regra  é :
S  H- (X *  Y) se
c  _
(VZ) (X £ Z) (Z + Y)
(3W *  Z) (X £ W != Z) a  (W *  Y)
Note-se a semelhança desta  regra com a regra d e fin id a  
em 4 . 1 . 1  para determ inação da herança não- estrita ( i t e m ( c ) ) .
£ de se observar que neste  caso a ordenação p arc ia l  
entre as c lasses  é assum ida onde e la  e x is te  de fa to : nas 
seqüências de en caixes  a d it iv o s , enquanto que em 4 . 1 . 1  essa  
ordenação era considerada  g e r a l .
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6 CONCLUSXO
Demonstrou-se que o que se entende por " in t u it iv o "  nas 
te o rias  de herança form uladas em lógica  p ro p o sicio nal é 
d ife r e n t e  do que se entende quando se considera  a natureza  da 
relaçSo  de herança nSo- estrita  form ulada em lógica  de c la s s e s .
T al  d ife r e n ç a  é dev ida  ao fato  de que as relaçSes  de 
herança nSo- estrita  sSo form uladas em ló gica  prop o sicio nal 
através de im plicaçSes  form ais o que dá a ilu s S o  da
e x is tê n c ia  de uma ordenaçSo p a r c ia l  entre as c lasse s  de uma 
t e o r ia .
S e , porém, for  buscada uma formulação psicologicam ente  
mais concreta  para  a t e o r ia  de herança , ve-se que c lasses  
comparadas p ela  herança nSo- estrita  nSo sSo ordenadas, mas 
o r to g o n a is .
A ssim , um algoritm o para determ inaçSo de herança entre 
c lasse s  nSo d e v e r ia  se basear na noçSo de ordenaçSo p a r c ia l  
entre  as c la s s e s , como é o caso de " i*~- " .  Este algoritm o também 
nSo poderia  u t i l i z a r  a funçSo "tm l" da forma como fo i  d e f in id a , 
uma vez que se e x istire m  c ic lo s  na herança, a maior lig açSo  
p ossível entre  duas c lasse s  será de tamanho i n f i n i t o ,  e o 
algoritm o nSo term in aria  nunca.
0 algoritm o para ao co n trá rio , nSo u t i l i z a  a
noçSo de p recedência  entre  c lasse s  mas sim a de precedência  
entre as in form açSes . A ssim , uma informaçSo im ediata  precede 
qualquer inform açSo m ediata . Uma inform açSo m ediata o btida  com a 
composiçSo de duas inform ações im ediatas precede qualquer 
inform açSo m ediata  o b tid a  com três  ou mais infortm açSes 
im ed iatas . E assim  por d ia n t e .
Outro argumento para ju s t i f ic a r  essa  p re fe rê n c ia  pelo  
menor número de com posiçSes é o de que a cada composiçSo 
m u lt ip lic a t iv a  de diagram as U/X/Y, realiza- se  a intersecçSo  das 
c lasse s  nSo- excepcionais e , sim ultaneam ente, a uniSo  das c lasse s  
excep cio n ais  em V.. Is s o  s ig n i f ic a  que a cada nova composiçSo há 
um crescim ento da á rea  das c lasse s  excepcionais  do u n iv e rso .
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Como a in tu iç S o  leva  a re d u zir  a excepcionalid ade  a um minimum, 
é p la u s ív e l  a ce itar  aquelas conclusões obtidas  nas composições 
onde existem  menos excessBes do que naquelas onde o número de 
excessões  é m aior.
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ANEXO
ESTUDOS DE LÓGICA INTRAPROPOSICIONAL
Al INTRODUÇXO
Quando se tra ta  de abordar a questSo da representação 
de conhecim ento em ló g ic a , pode-se proceder de d iv ersas  m aneiras. 
S e ja  qual for  a abordagem adotada , o o b je tiv o  d ela  deve ser 
fornecer  as ferram entas necessá rias  para c o n stru ir  um algoritm o 
a b stra to . Esse algoritm o deve ser capaz de m anipular 
sim bolicam ente (computar) as construções form ais que representam  
o conhecim ento, e rep ro d u zir  o r a c io c ín io  associado  a essas 
c o n stru çõ es .
Uma abordagem p ossível é tomar os próprios ju iz o s ,  
reescrevô- los sob a forma de pro p o siçõ es , as q uais  se saiba  serem 
v erd adeiras  ou f a l s a s , e escrever  um procedim ento formal p ara , a 
p a r t ir  destas  proposições e algumas regras p ré- estabelecid as , 
d ed u zir  teorem as.
Esta  é uma abordagem p ossível para o problem a, mas n2o 
é a ú n ic a . Pode-se optar por uma abordagem que parta  de 
construções mais n a t u r a is , segundo certos c r it é r i o s , ao invés 
destas  reconstruções mais a r t i f i c i a i s .
Começando pelo  mais a r t i f i c i a l  ou a b stra to , u t iliza- se  
a ló g ica  das p ro p o siçõ es , e começando pelo  ângulo  mais natural 
ou concreto , u t iliza - s e  c lasse s  e re laç õ e s .
Mas o in t e r e s s a n te , d iz  P ia g e t , é que mesmo chegando a 
fórmulas id ê n t ic a s , pode-se conceber, de m aneira a mais v ar ia d a , 
a obra de form alizaçSo  à qual a ló g ic a  se d e d ic a .
A razSo  d is to  é que o "fo r m a l " , que c a ra c te r iza  a 
ló g ic a , n2o é uma q u alid ad e  d ada , cara c ter iza n d o  um estado , mas 
a expressSo  de um processo  ou de um movimento de form alizaçSo .
Portanto a ló g ic a  nSo é a te o ria  formal (em estado
83
acabado) mas form alizante  ou form alizadora das operações 
d e d u t iv a s .
As noções de forma e conteúdo serão tornadas c laras  
mais a d ia n t e . Para i s s o , precisa- se compreender o que são as 
operações in tr a  e in te r p r o p o s ic io n a is , is to  é ,  aquelas que 
operam os termos (ou conteúdo) das proposições, e as que operam 
as p ró p rias  proposições entre  s i .
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A2 FORMA E CONTEÜDO
Em prim eiro  lu g ar , diz- se que uma proposição é uma
representação  s in tá t ic a  de um J x l í s o  . O ra , sendo o jui zo uma
operação muda da mente humana, e le  n ec ess ita  de uma 
representação  para poder ser m anipulado sim bolicam ente.
Essa  m anipulação sim bó lica , que c o n siste  de composições 
de p ro p o siçõ es , é também uma operação, que chamamos de 
inferência.. Sendo a in fe r ê n c ia  uma operaçSo sobre operações, 
d iz- se  que e la  é uma operação de segunda ordem, enquanto que as 
proposições são operações de prim eira  ordem. A in fe r ê n c ia  
representa  a operação da mente humana conhecida  como raciocínio, 
o qual c o n s iste , por sua v e z , de composições de juíz os .
Considere- se o seguinte  esquema de e q u iv a lê n c ia s :
inferénc ia.
(proposição  1) (proposição 2) ? (proposição 3;
r « p r s s e r t  a
( j u i z o  1) —
r e p r e s e n t a
resulta
r e  p r e s  e n t a
o p e r a ç ã o  , • • o »— -- - :--- > ] U l Z O  2 =================m e n t a l  r e s u l t a
r e p  r e s e n t a
=> ( j u i z o  3)
raciocínio
Vê-se que como as proposições são representações de 
j u í z o s ,  o resultad o  de uma in fe r ê n c ia  também é representação  de 
um j u i z o .  Embora as operações sobre proposições se dêem no n ível 
s im bó lico , podemos adm itir  sua correspondência  com as operações 
m entais sobre j uí z o s .
O jui zo é uma operação mental que c o n siste  em a t r ib u ir  
Qualidades  a objetos. 0  ato de o lhar  um objeto  e perceber nele  
uma q ualidade  im plica  a e x is tê n c ia  de um ju íz o .  Uma vez
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estab elec id o  o j u l z o ,  pode-se verb alizá - lo  através de uma 
proposição , por exem plo: "t ig r e s  são f e r o z e s " , que é a 
representaçSo  s in tá t ic a  de um j ul z o  que a t r ib u i  a qualidade  
" f e r o z "  aos t ig r e s .
A q ualidade  em jogo também pode determ inar uma relação 
entre do is  ou mais o b je to s , como por exem plo, em "o  coelho é 
mais veloz  do que a t a r t a r u g a " .
Os ju izo s  tôm duas espécies  de componentes: uma 
qualidade  e um ou mais o b je to s . A  q ualidade  será representada  
por um predicado e os objetos  por constantes individuais. 0 
predicado  pode ser u n á r io , b in á r io  ou n- ário, se for  aplicado  
respectivam ente a um, d o is , ou n objetos  de cada ve z .  Por 
exem plo, o p redicado  " f e r o z "  é unário  na proposição "t ig r e s  são 
fe r o z e s " , e o p redicado  "é mais v eloz  que" é b in á rio  na 
proposição "o  coelho  é mais v eloz  que a t a r t a r u g a " .
Os objetos  serão representados por seus nomes, is to  é , 
constantes in d iv id u a is . Assim , a proposição  co n sistirá  em 
a tr ib u ir  predicados a constantes in d iv id u a is .
Objetos  e q ua lid ad es  eram co nceb ido s , na s i lo g is t ic a  
c lá ss ic a  como pertencendo  a uma ú n ica  c a te g o r ia : a dos 
conceitos. Paralelam ente , predicados  e constantes in d iv id u a is  
podem ser id e n t if ic a d a s  pelo  nome de termas de proposições .
Tem-se assim  d o is  planos p a r a le lo s : o das operações 
m entais ou r e a is  (estudado  p ela  p s ic o lo g ia ) e o das operações 
form ais ou sim bólicas (estudado  p e la  l ó g i c a ) .  Para norm alizar  a 
term inologia  as re fe rê n c ia s  empregadas aqui serão sempre no 
plano sim bólico . A  segu inte  tab e la  resume as eq u iv alên cias  entre 
as palavras em pregadas:
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Predicado : <z, a, , a , . . .1 2
Constante : c , c , c , . . .' í' 2
( o u ,  p o r  v e z e s  " o b j e t o " )
Proposição : p , p ^ , p z , . . .  
In fe rê n c ia
As relaçõ es  entre termos, proposições e in fe r ê n c ia s  se 
dá de modo in t r in c a d o . As proposições resultam  de composições de 
term os, segundo a operação " a p " :
ap : P red icado  X  Constantes —> Proposição
0 domínio "C o nstantes" é c o n stitu id o  por tuplas  de
constantes  in d iv id u a is . Assim , uma proposição r e su lta  da
a plicaçã o  de "a p " sobre um predicado  "a." e uma tupla  de 
constantes  "<c , . . . ,  c > " :1 '  ' nl
a p (^ ,< c i , . . . , c ni>) = <t(ci , . . . ,  cnl) = P
Por sua v e z , os termos não têm s ig n ific a d o  senão 
através de com binações de proposições . Assim  é que uma 
co n stan te , representando  um objeto  p a r t ic u la r  só pode ser 
c a r a c te r iza d a  através  dos predicados que a e la  se aplicam . 
Po rtanto , por um conjunto  de proposições. Por exem plo, uma 
constante  "c  " é c a r a c te r iza d a  pela  combinação das pro p o siçõ es :
Da mesma m aneira , um predicado  só tem sentido  enquanto 
puder ser d is t in g u id o  de outros . Esta d istin ç ã o  pode se dar no 
campo in t e n s io n a l , através  de um jogo de relações assim étricas  
entre  p re d ic ad o s , ou no campo e xte n s io n al , onde cada predicado  é
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c a ra c te r iza d o  pelo conjunto de constantes às q uais  e le  se 
a p l ic a . Novamente tem-se um jogo de proposições caracterizan d o  
um term o.
No que se re fe re  às relações entre as proposições e as 
in fe r ê n c ia s , observa-se que a in fe r ê n c ia  re su lta  de uma 
combinação in te rp ro p o s ic io n a l , sendo:
conúr : Proposição X  . . .  X  Proposição —» In fe r ê n c ia
Por exemplo:
çon*ki(pz>q,qr>r ) = [ (prxj )*  (q^r ) —■> (p^r ) ]
Neste ponto, é necessá rio  d is t in g u ir  a implicação 
formal " —► " da implicação material "r>" . A im plicação  form al, 
presente  em todas as in fe r ê n c ia s , c o n siste  em c o n stru ir  uma 
proposição  (conseqüente) a p a r t ir  de uma combinação de outras 
(a n te c e d e n te ). Portanto , o valo r  verdade da im plicação  formal 
será sempre "v e r d a d e ir o " . Já a im plicação m a te ria l , será 
v erd ad e ira  dependendo dos valores  de seu antecendente e do 
conseqüente . Então o domínio "In fe r ê n c ia "  é c o n stitu íd o  por 
pares de proposições < p ,q > , onde p é o antecedente  e q o 
conseqüente , e sempre que o v alo r  verdade de p fo r  "v e r d a d e ir o " , 
o v alo r  de q também será v e rd ad e iro :
v (p  ) =V —> v (q ) = V
Pode-se também id e n t i f ic a r  um certo  conjunto  de 
operações in t e r p r o p o s ic io n a is :
In te r  = { i n t e r ^  in te r z , . . .  }
o n d e :
in t e r L : Proposição X  . . .  X  Proposição —* Proposição
Essas operações combinam proposições , das quais  só se
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conhece os valo res  verdade . 0  resultado  desta  combinação é uma 
nova proposição  unicamente determ inada por essas combinações de 
v alores  v erd ad e . Por exem plo:
in te r kiÍPi ,P 2 ) = 
in te r k2 (pi ' p2 ' p3 'pj  = [ (P 1-P2 )=>(P3^P<t)3
onde (p4^p z ) e [ (p ^ v ^ ) => (p ^ p ^ ) ] são proposições compostas.
0 valo r  verdade d estas  proposições compostas é dado
por:
sendo que:
v ( i n t e r i (pi/
v  : Proposição  —> { V , F }
* '  P k J )  =  T k ( < p i '  * * • '  p k > '  ' i n t e V  ) 
k
onde T k é a tab e la  verdade das 2 operações in terp ro p o sic io n a is  
p elas  2 combinações possívexs de valores  verdade .
Para k=l (composição com uma só p ro p o siçã o ),
'i n t e r  ' 
1
'i n t e r  ' 
z
'i n t e r  ' 'i n t e r  '
3 4
<v> V V F F
<F> V F V F
a q u i , in te r  é a operação co n sta n te : (Vp) v ( in te r  ( p ) ) =V, in te r
1 X Z
é a operação id e n t id a d e : (Vp) v (in t e r z ( p ) ) = v ( p ) , in te rg é a 
negação de p : (Vp) v ( i n t e r g ( p ) )= v (- p ) , e inter^ é a operação 
co n stan te : (Vp) v ( i n t e r  (p ) )= F .A
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Para k=2 tem-se:
T 2 'i n t e r  ' 1 'i n t e r  ' 2 'i n t e r a
t
• •  • 'i n t e r  '1<3
< v ,v> V V V • •  • F
< V ,F> V . V V •  •  • F
<F,V> V V F • •  • F
< F,F> V F V •  •  • F
onde ' i n t e r ^  é a afirm ação completa de duas p ro p o siçSes : 
(V p ,q )v (  in t e r  ( p ,q ) ) = V ,  'i n t e r  ' é a d isjunção  não- exclusiva:1 Z
(Vp, q )v ( i n t e r z (p, q ) ) (P'-^I) ,  e t c . . .
Para  k = 3 , a tab e la  têm 256 operaçSes, e assim  por
d ia n t e .
Pode-se conceber um outro conjunto de operaçSes , as 
q uais  consistem  em m o d ificar  proposiçSes , através de uma 
decomposição desta  em seus term os, transform ação dos próprios 
termos e composição dos termos m o dificado s , resultando  numa nova 
proposição . T a is  são as operaçSes in tr a p r o p o s ic io n a is :
In tra  = { i n t r a ^  in tr a z , . . . }
onde:
intra^ : Proposição  X  . . .  X  Proposição —► Proposição
As operaçSes in trap ro p o sic io n ais  referem-se ao 
conteúdo das p ro p o siç S e s , em oposição à forma de suas l ig a ç S e s . 
Cada operação in tra p ro p o s ic io n a l  corresponde a um esquema como o 
seguinte  :
Forma: Proposição  Proposição'
d e c o m p o e i c  S o
I o p a r a ç S o  T
intraproposicional J composicSo
Conteúdo: Termos --- - -- ;--------- ► Termos't ran s  fo r  m aç 3o
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Ê p o s s ív e l , entSo , i d e n t i f ic a r  do is  t ip os  de 
in fe r ê n c ia s : aquelas que se baseiam  exclusivam ente nas formas 
das ligações  in t e r p r o p o s ic io n a is , e aquelas  que se baseiam  nas 
operações entre os termos das pro p o siçõ es , chamadas 
in t r a p r o p o s ic io n a is .
Um exemplo de in fe r ê n c ia  formal ( in t e r p r o p o s ic io n a l )
é :
(pzjq)^(qz>r )—>(p^r)
A  v a lid ad e  dessa  in fe r ê n c ia  é g a ra n tid a , qualquer que 
sejam  os valores verdade das proposições compostas (p :xj) , (qz>r ) e 
(p=>r) ou das proposições p , q e r .
Já as in fe r ê n c ia s  próprias  aos silogism os s2o 
in tr a p r o p o s ic io n a is . Por exem plo, d iz e r  que "todos os homens são 
m o r t a is " , "Sócrates  é homem" portanto  "Só craters  é m o rta l", 
equ iv ale  a decompor as proposições em c la s s e s , in c lu ir  a dos 
homens na dos m ortais e c o n clu ir  da p ert in ê n c ia  de Sócrates à 
p rim eira , sua p ert in ê n c ia  à segunda.
Há entSo uma ló g ic a  in te r p r o p o s ic io n a l , que se re fe re  
apenas às formas das p ro p o siçõ es , e uma ló g ica  
in t r a p r o p o s ic io n a l , que se r e fe re  ao conteúdo das proposições . 
Porém a ló g ica  in trap ro p o s ic io n al  também é uma ló g ic a  form al, 
pois  esse conteúdo ao q u a l  e la  se r e fe re  têm também uma forma. 
Essa  forma é co n stitu íd a  pelas  estruturas  de c lasse s  e re laç õ e s .
Assim , pode-se fa ze r  in fe r ê n c ia s  sobre a forma das 
proposições , ou pode-se operar diretam ente  sobre o conteúdo 
destas proposições . Estas  operações sobre o conteúdo das 
proposições têm uma á lg eb ra  d e f in id a  por o ito  agrupam entos, que 
ser2o  v isto s  a se g u ir .
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A3 ELEMENTOS DE LÓGICA INTRAPROPOSI Cl ONAL
As operações da ló g ica  in trap rop o sic io n al podem ser 
estudadas segundo certas  estruturas  o p erató rias , as quais 
constituem  v erd ad eiras  á lg eb ras  destas  operaçSes.
Estas  e s tru tu ra s , embora c aracterizad as  globalm ente de 
maneira ú n ic a , podem ser c la s s if ic a d a s  segundo três  c r it é r io s :
a) Os objetos sobre os quais  se opera podem ser de 
duas n a tu re za s : clctsses ou relações;
b) As operações podem ser  aditivas ou mui tipi icat ivas}
c) As operaçSes podem considerar  os encaixes de 
c lasse s  e relaçSes  como estruturas lineares (prim árias) ou como 
estruturas hierárquicas ou arbóreas (s e c u n d a r ia s ) .
A3.1 Classes e RelaçSes
Id e n tific a - se  c la s s e s  e relaçSes  como dois  aspectos de 
uma mesma r e a l id a d e . Enquanto uma c lasse  representa  a extensão 
de um co n ce ito , ou s e ja , os objetos  aos q uais  o conceito  se 
a p l ic a , as relaç 3es  representam  a compreensão do c o n ce ito , ou 
s e ja , as "l ig a ç S e s "  entre  os objetos  que permitem afirm ar se uma 
"co n fig u raçã o " de objetos  pertence  ou não ao co n ce ito .
Pode-se d e f i n i r  c lasse s  e relaçSes  a p a rt ir  da noção 
de função p r o p o s ic io n a l , tomada como noção p r im it iv a , 
rep resen tativ a  de um c o n c e it o . Considere-se de in ic io  uma função 
p ro p o sicio nal unária  o.(x) . A  c la s s e  A ,  é d e f in id a  como sendo a 
coleção de o b je to s , representados  por constantes in d iv id u a is  c , 
. . . ,  c , os quais  tornam a função prop o sicio nal & (x )  verd adeira  
quando substituem  o x .  A  c la s s e  A é representada  por:
A ^  { x | v ( a  ( x ) ) = v >
Observe-se que a intensão  é de toda c lasse  ser 
" f i n i t a " .  A noção de c la s s e  estabelece  uma relação  de
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e q u iv a lên c ia  entre  todos os objetos  de A ,  os quais  tornam a 
função p ro p o sic io n al  a (x )  v e rd ad e ira : é a relação  de 
co- pertinência  à. c la s s e  A .  Representa-se esta  relação  por < >. 
Quando v a le  c <— —-->c. então se d iz  que c. e c pertencem  à
L J 1 J
c la sse  A , determ inada p ela  função proposicional a(x) .
£ im portante notar que essa  equ iv alên cia  não é g e r a l , 
mas r e la t iv a  à função p ro p o sicio nal que determ ina a c la sse  em 
questão . Por exem plo, um cfc pode não ser equivalente  a a  e c. 
relativam ente  a ^ ( x ) , que determ ina a c lasse  A ,  mas poderá ser 
equ iv alente  a e les  relativam ente  à função prop o sicio nal ^ (x )  que
determ ina a c la s s e  03. Neste caso tem-se a e q u iv a lên c ia
b b c *--->c.<--->c, .v j k
Duas c la s s e s  são comparáveis pelo  c r it é r io  p arte /to d o  
quando e las  são ig u a is  (A=tB), ou quando uma delas  contém a outra 
(AâB ou B e A ) .
D e fin iç ã o  (In clu sã o  de C lasses)
O símbolo determ ina a relação  de inclusão  entre
duas c lasse s  do ponto de v is t a  da extensão , is to  é ,  uma c la sse  A 
está in c lu íd a  numa c la sse  B  (o que é denotado por "A  £ B " ) ,  se 
todos os elem entos de A também são elementos de B :
£ _  : C lasse  x C lasse  —> {V ,F }
A S  B  = (  V Se (VX) v (â'( x ) ) =V v (4 (x ) )= V  
l_ F caso  contrário
□
D e fin iç ã o  (Igu aldade  entre C lasses)
O símbolo "=  " determ ina a relação de igualdade  entree
c lasse s  do ponto de v is t a  da extensão , is to  é , quando duas
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c lasse s  possuem exatam ente os mesmos elem entos:
(X =  Y' e
V se (Vx) v(<z(x) )=V <— ► v (£ (x ) )= V  
F caso  contrário
G
Se *  £ 03 entSo se d iz  que a extensSo  de &  é menor do 
que a extensSo  de IB, e se escreve :
ig u a is , e uma nSo contém a outra) sSo d ita s  n2o-comparáveis pelo 
c r it é r io  parte- todo. Nesse caso , nada se afirm a a resp e ito  de 
suas exten sSes .
Se fi 9  IB, o que se pode representar  p ela  sim bologia  de 
árvores como:
diz- se que qualquer constante  c , que pertença  a A também 
pertence  a !B.
r e a l i z a r  uma operaçSo de d ife re n ç a  entre  &  e IB ,produzindo como 
resultado  uma c la s s e , que será chamada de c la sse  Ã ' . A c la sse  
é d e f in id a  por:
A < IBO
C lasses  d is ju n ta s  (ou s e ja , c lasse s  que nSo são
Além d is s o , se &  está co n tid a  em IB, entSo é p ossível
A ' = { x | v (£ (x ) )= V  e v (a ( x ) ) = F  >
Isto  s ig n i f ic a  que & '  contém as constantes  que 
pertencem a IB, mas que nSo pertencem sim ultaneam ente a A , e que
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Ã ' nSo contém m ais n ad a . EntSo diz- se que A e sSo duas
cla s s e s  complementares em relaçSo  a DB.
Pode-se representar  essas c lasses  complementares 
através do segu inte  diagram a:
□D
f~s~i C*D
As mesmas d e fin iç õ e s  acima podem ser gen eralizad as  
para funções p ro p o sic io n a is  n- árias, considerando que um 
predicado  a(c±r . . . ,  cfc) pode ser representado por um predicado  
unário  a-(c), onde c é uma tu p la  formada pelas  constantes c ,
. . . ,  c . Então os o b jeto s  pertencentes às c lasses  q u a lif ic a d a s  
por predicados n-ários sSo tuplas  e nSo objetos in d iv id u a is .
Enquanto a co- pertinência  a c lasses  corresponde a 
relações sim étricas  entre  objetos  (pois  < r > tem a propriedade 
da s im e tria : (V x ,y )  x < r > y —> y > x ) , a in clu sSo  das
classe s  corresponde a r e la ç õ e s , chamadas assim étricas , entre  as 
c la s s e s . Uma relaçSo  assim étrica  » tem a propriedade de ser 
anti- sim étrica  e i r r e f l e x i v a :
(V x ,y ) [ (x  -L-> y) —> -n(y -JL-> x )]  ~ i ( x  -J— > x)
Enquanto c la s s e s  de objetos  e relações sim étricas sSo , 
respectivam ente , extensSo  e compreensão de proposições u n â r ia s , 
as relações ass im étric a s  constituem  as compreensões de 
proposições b in á r ia s  ^ ( x , y ) ,  que afirmam d iferen ças  entre 
in d iv i d u o s .
As relaçõ es  assim étricas  exprimem d ife re n ç as  
crescentes  entre as extensões das c la s s e s , dando origem  a 
estruturas  de c la s s e s  chamadas " s é r i e s " ,  por exemplo:
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Na sé rie  acim a, as r e la ç õ e s  r l ,  r 2 , . . .  exprimem 
d ife r e n ç a s  crescentes  entre  as c la s s e s . Portanto A está. in c lu íd a  
em B ,  B  em C ,  e t c .
A3.2 Operações Aditivas e Multiplicativas
Operações a d it iv a s  sSo , in tu itiv am en te , operações de 
reunião  de termos operados. No caso das c la s s e s , temos a 
operaçSo de uniSo  de c la s s e s , s im bolizada  por " u " .  A uniSo  
determ ina  entre  duas c lasse s  complementares a c lasse  em relaçSo  
à qual e las  sSo com plem entares. Por exem plo, se A e A ' são 
complementares em relaçSo  a B ,  entSo :
A u  A ' = B
A  uniSo  é uma operaçSo r e v e r s ív e l , v is to  que e x is te  
uma operaçSo (a  in v ersa ) que perm ite retornar aos termos 
i n i c i a i s  a p a r t ir  do re su lta d o . Essa operaçSo in v ersa  é a 
p ró p ria  operaçSo de d ife re n ç a  já v is t a . Por exem plo, se A u A '= B ,  
entSo as d ife re n ç a s  entre  B e A ,  e entre  B  e A ' sSo 
representadas  por :
B - A = A '
B  - A ' = A
No caso  das relações  ass im étricas , a operaçSo a d it iv a  
(+ ) c o n siste  em reu n ir  d ife r e n ç a s , adicionando- as. Por exem plo,
se a d ife r e n ç a  entre  A e B  é representada  por -- > e a d ife re n ç a
entre  B  e € por — —► , a d ife re n ç a  entre A e <C é  dada por:
(A -£—* B )  + (B  -i—> € ) = (A r+° -> C)
Já no caso  das relações s im é tric as , a adiçSo  é a 
operaçSo que reúne as relações  operada na mais geral dentre 
e l a s . Por exem plo, se A £ B ,  entSo :
As operaçSes m u lt ip l ic a t iv a s , por outro la d o , sSo 
operaçSes que , in tu it iv am e n te , determinam a parte comum aos 
termos operados. No caso  das c la s s e s , temos a operaçSo de 
in terseç ã o , que determ ina , para  duas c lasse s  d ad as , qual a 
c la s s e  com maior extensSo  co n tid a  sim ultaneam ente em ambas. Por 
exem plo, para A £ EB;
B n B = B 
B n A = A 
B n A ' = A' 
A n A' = 0
A m ultip licaçã o  entre  duas relaçSes  c o n siste  em 
submeter todos os termos da prim eira  á segunda, ou s e ja , 
determ inar o produto rxs, d e f in id o  por :
rXs / - i i /  r i / _ 8 vc ---- c sss (3c ) c --  c /» (c --  c1 2 3 1 3 '  ' 3  z '
Obs. A barra  h o rizo n ta l  "-- " representa  uma relaçSo
sem levar em conta se é sim étrica  ou a ss im étric a .
À3.3 Estruturas Primárias e Secundárias
SerSo chamadas de "estru tu ras  prim árias de c la s s e s " 
(ou objetos) aquelas  c o n stitu íd a s  por encaixes  dicotôm icos de 
c lasses  (ou por seriaçSes  de relaçSes  assim étricas) com a forma 
de uma seqüência  ú n ic a , totalm ente ordenada is t o  é ,  em que 
e x iste  relaçSo  entre  todo par de term os):
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SerSo chamadas de "e strutu ras  secundárias de c la s s e s "  
aquelas co n stitu íd a s  por en caixes  de c lasses  na forma de árvores 
ou h ierarq u ias  parcialm ente  ordenadas, (is t o  é , em que nem todo 
par de termos tem re laç So  de in clu sSo  entre s i ) :
C Ê J
SerSo chamadas de "e strutu ras  secundárias de o b jeto s " 
aquelas estru tu ras  na forma de árvores ou h ierarqu ias  
c o n stitu íd as  por uma combinação de seriaçSes  de relaçSes  
assim étricas  (entre  o b jeto s  de n ív e is  h ierárquicos d ife r e n te s ) e 
de seriaçSes  de re laç Ses  sim étricas  (entre  objetos de mesmo 
nível h ie r á r q u ic o ):
Da d is t in ç S o  entre  operaçSes sobre c lasses  e sobre 
r e la ç S e s , operaçSes a d it iv a s  e m u lt ip lic a t iv a s  e operaçSes sobre 
estruturas  prim árias  ou secundárias  resulta  a e x is tê n c ia  de o ito  
agrupamentos das operaçSes in t r a p r o p o s ic io n a is . Quatro destes
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agrupamentos reunem operaçSes de c la s s e s , outros quatro  
operaçSes de r e la ç S e s . Dos quatro agrupamentos de c la s s e s  do is  
sSo m u lt ip lic a t iv o s  e do is  sSo a d it iv o s . Também dos quatro 
agrupamentos de relaçSes  do is  sSo a d it iv o s  e do is  sSo 
m u lt ip l ic a t iv o s . Além d is s o , esses dois  agrupamentos a d it iv o s  ou 
m u lt ip l ic a t iv o s , tanto  de c lasses  quanto de relaçSes  podem ser 
prim ários ou secundá rio s . D aí , ter- se:
a) Agrupamento a d it iv o  prim ário das c la s s e s ;
b) Agrupamento a d it iv o  secundário  das c la s s e s ;
c) Agrupamento a d it iv o  prim ário das re laç S e s ;
d) Agrupamento a d it iv o  secundário das re la ç S e s ;
e) Agrupamento m u lt ip lic at iv o  prim ário das c la s s e s ;
f )  Agrupamento m u lt ip lic at iv o  secundário  das c la s s e s ;
g) Agrupamento m u lt ip lic at iv o  prim ário das r e la ç S e s ;
h) Agrupamento m u lt ip lic at iv o  secundário  das r e la ç S e s .
Ser2o  estudadas as quatro formas dos agrupamentos de 
c la s s e s  (a , b , e , f )  no capítulo  5 deste  anexo . 0  estudo dos 
quatro  agrupamentos de relaçSes  está fora  do escopo deste  
trabalho  mas pode ser encontrado em [PIA  76] ou [CAS 8 2 ] .
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A4 AS ESTRUTURAS DA LÓGICA INTRAPROPOSIClONAL
A4.1 Princípios da ClassificaçSo Sistemática
Considere- se, a p r in c íp io , uma estrutura  de 
c la s s if ic a ç ã o  sem elhante à empregada p ela  b io lo g ia : a taxonom ia. 
Tal estrutura  deve obedecer aos seguintes  p r in c íp io s :
a) Toda c la s s e  encontra-se encaixada  em outra , com 
excessão da c lasse  to ta l  U. Toda c la sse  possui subclasses  que se 
encaixam  n e la , com excessSo  das c lasse s  arb itrad as  como 
elem entares .
Assim , se fo r  e sc o lh id a  como elem entar uma c lasse  A , 
e la  estará  encaixada  em B ,  1B em C ,  e assim  por d ia n t e , até a 
c la sse  V., que contém todas as o u tras :
A £ B £ C £ [ D £ ___ £ U
b) As d iv e rsas  c lasse s  pertencentes a um mesmo nível 
h ierárq uico  sSo d is ju n t a s .
Se Ai e Az sSo sub classes  de IBi, entSo :
Ai n  Az = 0
c) Os objetos  das d iv ersas  c lasse s  de um dado nível só 
podem ser caracterizad o s  de modo dicotôm ico , is to  é ,  através de 
funçSes p ro p o sic io na is  que sSo ou v erd adeiras  ou fa lsa s  para 
cada um d e le s .
Assim , numa c la s s e  03, os objetos  da subclasse  A i , onde 
(A^ £ B ) , sSo c ara c te r iza d o s  pela  funçSo p ro p o sicio nal a  ( x ) ,  
que nSo se a p lic a  a nenhum objeto  de outras subclasses  de B . Se 
A^ é o nome que denota a coleçSo  dos objetos  dessas outras
su b cla sse s , entSo B estará  dicotom icam ente d iv id id o  em A e A ' :' i i
A U A ' = B  i i
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Se a c la s s e  A^ nSo for  v a z ia , e la  compreenderá, uma 
c la sse  A z de mesmo n í v e l , determ inada por uma funçSo 
p ro p o sicio nal o,2 ( x ) ,  que nSo se a p lic a  aos objetos  das outras 
sub classes  de IB, reun idos  em A^ (in c lu in d o  aí os objetos  de A ^ ) . 
A^ por sua vez compreenderá outras c lasses  de mesmo nível e 
assim  por d ia n t e .
d) Toda constante  in d iv id u a l  da c lasse  A pertence a 
todas as c la s s e s  da seqüência  A ,  IB, C ,  . . .  . E la  pertence 
portanto  a cada um dos n ív e is  h ierárquicos  co nsiderados .
e) A c la s s if ic a ç ã o  estabelece  uma ordem p a r c ia l  entre 
as c la s s e s . Dá-se o nome de classes primárias às c lasse s  da 
seqüência  A £ B  £ C  £ • • • /  e d e  classes secundárias às c lasses  
complementares A '= B - A , B '= C - B , C'=[D-C, . . .  . Como cada c lasse  
secundária  contém, se nSo fo r  v a z ia , um certo  número de c lasses  
prim á rias , a c la s s if ic a ç S o  toma a forma de uma p irâm ide : um 
conjunto  parcialm ente  ordenado :
CED
GD
GD GD QD CED
/ - i  i - \  \  i -
Q D  Q D  CÃD Q D  Q D  Q D
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A4.2 A Estrutura de Agrupamento
As á lgebras  das operaçSes de c lasses  e re laçSes  são 
d e f in id a s  por estruturas  chamadas agrupamentos. Num agrupamento, 
cada operaçSo está associada  a uma c lasse  (ou relaçSo ) de uma 
dada estru tu ra  de c la sse  (ou de o b je t o s ) , e uma operaçSo 
asso c iad a  a uma c lasse  (ou relaçSo ) é chamada de operaçSo da 
c la s s e  (ou da r e l a ç S o ) .
A segu ir  sSo mostradas caracterí s t ic as  gerais  dos 
agrupamentos de c la s s e s , para ilu s tra ç S o .
Um agrupamento de c lasse s  é um par (C , ° ) ,  onde C é um 
conjunto  de operaçSes de c lasses  e é uma l e i  de composiçSo
in te rn a  de t a is  operaçSes . As operaçSes de C se subdividem  em 
três  grupos : +C , -C e 0 .  As operaçSes p o sit iv a s  de +C , podem 
s e r , por exem plo, +Ã (in tu itiv am en te : acrescentar os elementos 
da c la s s e  & num "espaço  de trab a lh o " q u a lq u e r ). As operaç3es 
negativas  de -C, sSo por exem plo, (in tu it iv am e n te : r e t ir a r  os 
elem entos da c lasse  &  do "espaço de t r a b a l h o " ) .  E x iste  também 
uma operaçSo nula  0 ,  a qual co n siste  em nSo acrescentar  nem 
r e t ir a r  nada.
Uma te o ria  de herança T sobre c lasses  é represen tada , 
entSo , por uma seqüência  de asserçSes da forma (+X ° +X' = + Y ) ,  
onde cada asserçSo  representa  um encaixe  im ediato  da c la sse  X na 
c la s s e  Y . Uma regra de in fe r ê n c ia  h perm ite d e d u zir  os teoremas 
de T .  A relaçSo  i- é d e f in id a  pelas  seguintes  re g ras :
[Gl] (+X o +X' = +Y) h (+X o +X' = +Y)
[G 2] (+X o +X' = +Y) h (-X o -X' = -Y)
[G 3 ] (+X o +X' = +Y) h (+X +Y = +Y) 
ou (+X o +X' = +Y) h (+X' ■> +Y = +Y)
[G 4 ] (+X o +X' = +Y) h (+X = +Y o -X' ) 
ou (+X - +X' = + Y ) h (+X* = +Y o -X)
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[G5 ] i- (+X o +X = +X)
[G6 ] i- (+X o -X = O)
ou f- (+X o 0 = +X)
[G7] Se a = ( 3 e r = ó  então 
t - a . o y = ( 3 o 6
[ R .s .]  Regra de s u b st itu iç ã o : qualquer operador 
pode ser sub stitu íd o  por uma composição que lhe se ja  
e q u iv a len te .
Então, se ( C , ° )  é um agrupam ento, as seguintes 
condiçSes devem ser s a t i s f e i t a s :
a) C p ossu i um n eutro : 0 ,  t a l  que
(VX e  C) X - 0 = X
b) A toda operação de C corresponde uma operação que 
desempenha o papel de in v e r s a , ou s e ja , que a anu la :
(Vx e  + C ) (3y  e  -C) (x  ° y = 0)
(Vx e  -C) (3y  e  +C) (x ° y = 0)
0  ° 0  = 0
c) Como o é uma l e i  de composiçSo interna  das 
operaçSes de C , e la  c o n siste  numa função t a l  que dadas duas 
operações de C , r e s u lta  uma t e r c e ir a  operação de C , ou s e ja , C é 
fechado para ° :
o : C X  C —> C
d) E x iste  um p r in c ip io  de co n tigü idade  que estabelece  
que duas operaçSes de C só são im ediatam ente componlveis se as 
correspondentes c la s s e s  forem contíguas na estrutura  de encaixes  
co n siderada . As com posiçSes im ediatas só podem ser obtidas entre 
termos contíguos , is t o  é ,  termos que pertencem a um mesmo
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en caixe  im ed iato , o qual é um axioma da t e o r ia . Assim , se a 
t e o r ia  contém:
[ Ax. 1 ] (+& o +A' = -HB)
[Ax. 2] (-HB o -HB' = +C)
e mais nada , as ú n icas  composiçSes im ediatas com -HB sSo :
[ T e o .1] (+IB o + A ) = +B ( G 3 ,A x .1)
[T e o .2 ] (+IB o -&) = + & ' (G 4 , A x .1 )
[T e o .3] (-HB o + & ' ) = +B ( G 3 ,A x .1)
[T e o .4] ( -HB a -&• ) = +& ( G 4 ,A x .1)
[ T e o .5] (-HB o -HB' ) = +C ( G l ,A x .2 )
[ T e o .6] (-HB o +<E) = +€ ( G 3 ,A x .2)
[T e o .7] (-HB o -C) = -B' ( G 4 ,A x .2)
[T e o .8 ] (-HB o 0) = -HB (G6)
[T e o .9 ] (-HB o -B) = 0 (G6)
[ T e o .10] (-HB o + B ) = +B (G5)
composiçSes im ediatas com +& s S o :
[ T e o .11] (+A o + & ' ) = -HB ( G l ,A x .1)
[ T e o .12] (+A o -HB) = -HB ( G 3 ,A x .1)
[ T e o .13] (+A o -B) = -fi' ( G 4 ,A x .1)
[ T e o .14] (+A o —A ) = 0 (G6)
[ T e o .15] (+A o 0) = +R (G6)
[ T e o .16] (+A O -Wfi ) = +& (G5)
Já as com posiçSes m ediatas sSo obtidas por sucessivas  
a p lic a çS e s  de com posiçSes im ed iatas , por exem plo, para compor +& 
com + C , é necessá rio  compor +&  com +IB e o resultado  (+1B pelo  
teorema 12) com + € . Como é necessário  u t i l i z a r  a composição com 
-HB como "m eio" para  obter a composição de +& com + € , a 
composiçSo de +&  com +C é chamada de "m e d ia ta ", e é denotada 
por :
10 4
[Teo . 17] ((+ A  o -HB) » + € ) = + €
Uma prova para o teorema 17 é a seg u in te :
(1 ) +C = +C r e fle x iv id a d e  de =
(2 ) (-HB o +C) = +C R . s . (Teo . 6 , ( 1 ) )
(3) ((+ A  o -HB) o +C) = +C R .s .  (Teo . 1 2 , (2 ) )
A  noçSo de contigü idade  dos en caixes  vem da
c la s s if ic a ç S o  sistem ática  empregada pela  b io lo g ia . Em b io lo g ia ,
os seres v ivos  sSo agrupados segundo suas "e s p é c ie s "  (n ív el ) ;
as espécies  Ã sSo agrupadas segundo seus "géneros" (n ív el B ) ;  os
gêneros B  segundo as "fa m í l ia s "  (n ível <C); as fam ílias  C  segundo
"o rd en s " (n ív el  ID); as ordens ID segundo as "c la s s e s "
propriam ente d it a s  (n ív el E ) ;  as c lasses  E  segundo os " f i l o s "
(n ív el  F ) ;  e os f i l o s  F  segundo os "r e in o s " (n ív el G ) .  Assim ,
uma espéc ie  A só pode estar  diretam ente encaixada  em um gênero
B . E A só pode estar  encaixada  em uma f amí l i a  C i i r i
in d iretam en te , através do encaixe  de no gênero B^ e do gênero 
B^ na fam ília  . A  ausência  da noçSo desses n ív e is  (e s p é c ie , 
gênero , fa m ília , etc ) faz  com que nSo e x is ta  também uma noção 
c la r a  de co n tig ü id a d e .
e) Certas composiçSes representam , em relaçSo  à 
o u tra s , o papel de neutras especia.is. Por exem plo, se X °Y =Y , 
entSo X faz  o papel de elemento neutro e sp e c ia l  em relaçSo  a Y . 
A d ife r e n ç a  entre as neutras e s p e c ia is  e a neutra g eral 0  é que 
a neutra  geral re su lta  da composiçSo de uma operaçSo por sua 
in v e rs a , enquanto que as neutras e sp e c ia is  nSo sSo resultado  
deste  t ip o  de com posiçSo. Há duas espécies  de neutras e s p e c ia is : 
operaçSes tau to ló g icas  e operaçSes de reabsorçSo . Assim , toda 
operaçSo de C composta com e la  mesma reduz-se tautologicam ente  a 
e la  mesma:
(VX e  C) (X o X = X)
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e toda operaçSo composta com outra  operaçSo referen te  a uma 
c lasse  im ediatam ente mais g eral que a d e l a , reduz-se a esta  
operaçSo da c la s s e  mais g e r a l . Por exem plo, se A £ B ,  entSo
+& o -HB = -HB
f ) A a s s o c ia t iv id a d e  das composiçSes é r e s tr it a  
à quelas  em que os termos tenham s in a is  ig u a is , por exem plo:
(+ X °+ Y )°+ Z  = +X °(+Y o + Z )
(-Xo-Y)o-Z = -Xo(-Yo-Z)
Pode haver a ss o c ia t iv id a d e  em composiçSes de operaçSes 
com s in a is  d i fe r e n t e s . Mas neste  c aso , nSo pode haver operaçSes 
desempenhando o papel de neutras e s p e c ia is  nestas composiçSes ou 
se chegará a conclusões absu rdas . Por exem plo, se A £ B  entSo 
nSo v a le :
(+& o +B ) o —B = + R  ° (+B o —B )
porque:
(+& o -HB) o —B — (+B ) a —B — 0
e :
+& o (+B o —B ) = +& o (0 ) — +A
g) A  com utatividade da composiçSo "o "  dependerá do 
t ip o  de agrupamento sobre o qual se e s t e ja  operando. Alguns 
admitem a com utatividade  e outros nSo , como será v isto  mais 
a d ia n t e .
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A5 OS AGRUPAMENTOS ADITIVOS DE CLASSES
O estudo  dos agrupamentos ad itiv o s  é d iv id id o  segundo 
a natureza  dos termos operados. SerSo v isto s  aqui apenas os do is  
agrupamentos a d it iv o s  de c la s s e s . Será examinado prim eiram ente o 
agrupamento a d it iv o  prim ário  das c la s s e s , em 5 .1 .  E , em seg u id a , 
o agrupamento a d it iv o  secundário  das c la s s e s , em 5 .2 .
AS. 1 Agrupamento Aditivo Primário das Classes ou Agrupamento I: 
adiçSo das classes
0 agrupamento a d it iv o  prim ário das c lasses  trata  das 
operações de ad içSo  e subtraçSo das c lasses  prim árias e 





p n  d D
F ig . A S .1 : Forma G eral da Taxonom ia no Agrupamento I
A notaçSo das equações será s im p lific a d a  pelo  emprego 
da seguinte  a b re v ia ç So :
+X o +X' = +Y por X + X' = Y 
+Y o _x  = +X' por Y - X = X'
Doravante , as operações do conjunto  +C serSo chamadas 
de operações diretas e as operações de -C de operações inversas. 
Além d is s o , o elem ento 0 será chamado de operação idêntica
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geral.
As operaçSes deste  agrupamento sSo entSo as s e g u in t e s :
1. OperaçSo Direta
A operaçSo d ir e t a  é a adiçSo  de qualquer c la s s e  da 
seqüência  da fig u ra  1 .
Pode-se chamar de operaçSo d ir e t a  às operaçSes +A 
(acrescen tar  os elementos de A ) ,  +A ' (acrescen tar  os elem entos 
de ft ', +B (acrescentar  os elementos de B ) ,  e tc .
A composiçSo de operaçSes d ire ta s  re su lta  numa 
operaçSo d ir e t a . Por exem plo:
A + A' = B
A + A = A (tau to lo g ia )
B + C  = C (reabsorçSo)
B ' + O = B ' (id ê n t ic a  g eral)
O p r in c ip io  da contigüidade  estab elece  que só se pode 
compor operaçSes re fe re n te s  à c lasses  co n tíg u as , is to  é ,  uma 
operaçSo , se ja  + C , só pode ser composta com:
a) Sua complementar na superclasse  im ed iata : +C '
b) Sua superclasse  im ed iata : -HD
c) Suas sub- classes im ed iatas : +B e + B '
De acordo com esse p r in c ip io , nSo se pode compor +C 
com +& ou + A" nem com 1D' , E ,  E ' , e t c . A composiçSo de +C com +Ã 
deve passar obrigatoriam ente  por + B , ou s e ja , deve-se fa z e r :
( A + B ) + C  = ( B ) + C  = €
Isto  é assim  porque estas  operaçSes refletem  a 
estru tu ra  ló g ica  de en caixe  presente  na taxonom ia. E las  sSo 
operaçSes de deduçSo sobre a estrutura  das c la s s e s .
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Por extensã o , serão chamadas de operaçSes d ire ta s  as 
operaçSes de construção , ou s e ja  a adição ou a remoção de um 
encaixe  da seqü ên cia . Por exem plo:
+ ( D  + D ' = E  )
Tal expressão  s ig n i f i c a  ad ic io n ar  à. seqüência de 




Uma seqüência  de operaçSes d ire ta s  c o n st itu i  então um 
























O p r in c ip io  de co n tig ü id ad e  para as operaçSes de 
construção é que v a i  d e f i n i r  a co ntigü idade  das operaçSes de 
dedução. P iaget  u t i l i z a  como convenção que uma c la s s e  de t ip o  &
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só pode ser encaixada  em uma c lasse  de tipo  B ,  uma c la s s e  de 
tip o  B  em uma c la s s e  de t ip o  C ,  e assim  por d ia n te .
2 . OperaçSo In versa
A in v ersa  da operação de dedução é a subtração de uma 
c la s s e . SubtraçSes de c lasse s  são as operaçSes -A, -A' , -B, e t c . 
A subtração de c la s s e s  também deve obedecer ao p r in c ip io  da 
c o n tig ü id a d e :
B  - A = A '
B - A ' = A
<C - B  = B '
A  subtração de uma c lasse  dela  mesma gera  a c lasse
v a z ia :
A - A = 0 
A ' - A ' = 0  
B  - B  = 0
0  sentido  da composição de duas operaçSes inversas  
co n siste  em determ inar a operação inversa  mais geral que engloba 
am bas:
- A - A ' = - B  
-A' - B  = - B
Observa-se que € - A não c o n stitu i  composição deste  
agrupam ento, pois  não r e sp e ita  o fechamento da estru tu ra  de 
c lasse s  para a composição " o " ;  C  - A determ ina uma união  de 
c lasse s  não- contiguas: A ' + B ' , que não é c lasse  da estru tu ra  de 
e n c a ix e s .
As operaçBes de construção inversas são as remoçSes de 







3 . OperaçSo Id ê n t ic a  Geral
A operaçSo id ê n tic a  geral é representada  pela  c lasse  
v a z ia : 0 . Essa  operaçSo s ig n i f i c a  nSo acrescentar  nem su b tra ir  
nada . E la  obedece às propriedades do elemento neutro :
A +  0 =  A 
A -  A =  0
A operaçSo id ê n t ic a  g eral é ,  entSo , im ediatam ente 
com ponivel com qualquer operaçSo de c la s s e .
4. OperaçOes Id ê n tic a s  E sp e c ia is
As operações id ê n tic a s  e s p e c ia is  sSo a tau to lo g ia  e a 
reabsorçSo . A tau to lo g ia  é a composiçSo de uma operaçSo com ela  
mesma:
A +  A =  A 
—A — A =  —A 
A '  +  A '  =  A '
A reabsorçSo ocorre quando compomos uma c la sse  com sua 
superclasse  ou com suas su b cla sse s . Neste c aso , a c la s s e  de 
menor extensSo  faz  o papel de id ê n tic a  e s p e c ia l . Por exem plo:
B  + A = B 
A ' + B  = B  
-C - B  = -C
111
Mas se os s in a is  das operaçSes compostas forem 
d ife r e n t e s , deixamos de te r  reabsorção e tau to lo g ia :
B  - A = A '
-B + A = -A'
-€ + C = 0
5 . A s s o e ia t iv idade
A a s s o c ia t iv id a d e  obedece às condiçSes dadas como 
regra  geral na seção A 4 .2 .  E la  v ale  nas composiçSes de mesmos 
s in a i s , por exem plo:
( A + B  ) + A ' = A + ( B  + A ' )
De fa t o , (A + B )+ A  = (B )+ A  = B  e A + (B + A ' ) = A + (B )  = B .  
Mas a a sso c ia tiv id a d e  não se v e r i f ic a  necessariam ente nas 
com posiç3es onde ocorrem id ê n tic a s  e sp e c ia is  envolvendo 
operaç3es de s in a is  c o n trá r io s , como por exem plo:
( A + B  ) - A *  A + ( B  - A )
porque (A + B )—A = ( B ) —A = A ' e A + ( B —A ) = A + (A ' ) = B  e A ' ^  B .
Serão chamadas de classes elementares as c lasses  que 
não são d i v is í v e is , is t o  é ,  que não contém outras c lasse s  
en c aix a d as . Na f ig u r a  1 , as c lasse s  elem entares são A ,  A ' , B ' , 
<C' , e t c .
Se as c la s s e s  elem entares de um agrupamento forem 
s in g u la r e s , is t o  é ,  se cada uma co ntiver  exatamente um elem ento, 
as composiçSes deste  agrupamento c o n stitu irS o  enumeraçSes de 
in d iv íd u o s , onde uma enumeraçSo c o n siste  na designaçSo  de uma 
coleção de in d iv ídu o s  através  de suas qualidades  p ró p rias , as 
quais  distinguem  cada um d eles  de todos os dem ais.
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AS. 2 Agrupamento A d it iv o  Secundário  das C lasses ou Agrupamento
I I :  as v ic a r iâ n c ia s
Enquanto o agrupamento prim ário considera  apenas uma 
d iv is S o  dicotôm ica  em cada c la s s e  nSo elem entar, o agrupamento 
a d it iv o  secundário  das c lasse s  ou agrupamento das v ic a r iâ n c ia s , 
como o chamou P ia g e t , co n sidera  as m últiplas  dicotom ias que 
podem e x i s t i r  em cada c la s s e .
Por exem plo, se B^ se d iv id e  em A z , A g , . . . ,  cada
c la s s e  de n lv e l  A estab elece  uma dicotom ia em B^ , ou s e ja :
A + A ' = Bi i
A + A ' = B2 2
A + A ' = B3 3
etc
Essas equaçBes confirmam que cada c lasse  secundária  de 
n lv e l  A ,  ou s e ja , A ^ ,  A z , e t c , contém todas as c lasse s  prim árias 
de n lv e l  A menos aquela  da qual e la  própria  é  complementar:
A ' = A + A + A + . . .1 2 3 4
A ' — A + A + A + . . .Z 1 3  4
A ' = A + A + A + . . .3 1 Z 4
A eq u iv a lê n c ia  entre  essas dicotom ias será chamada de 
vicariância . Uma v ic a r iâ n c ia  será representada por :
B : A + A ' = A + A ' = A + & '  = . . .1 1 1  2 Z 3 3
A v ic a r iâ n c ia  pode ser v is t a  também como uma operaçSo 
que c o n siste  em transform ar termos A ^+ A ' em A ^ + A '., preservando a 
c la s s e  superior  B .
Pode-se representar  a v ic a r iâ n c ia  através das árvores 
de herança " e /o u " .  N essas á rvo res , do is  arcos conectados 
constituem  uma dicotom ia  e arcos nSo conectados entre  s i
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pertencem  a dicotom ias d iv e r s a s . Por exem plo:
GED (MD GE) ED
1 . OperaçSo D ireta
A operaçSo d ir e t a  de dedução deste  agrupamento 
co n siste  na adiçSo  de uma c la sse  v ic a r ia n te  +A^f + A ^ , +® 2  ^ e tc . 
A operação d ir e ta  de construçSo  da taxonom ia co n siste  como no 
agrupamento a n te r io r  na adiçSo  dos próprios e n c a ix e s , porém aqui 
ser2o  encaixes  v ic a r ia n t e s :
+  ( A +  A '  — A  +  A ' ) 
v 1 1 2 2
A adiçSo  deste  en caixe  v ic a r ia n t e  c o n siste  em 
e stab elec er  a e q u iv a lên c ia  de e em B^ .
As composições de v ic a r iâ n c ia s  sSo fe it a s  membro a 
membro nas equações. Sejam , por exem plo, B  : A^ + A^ = A^ + A^ 
e C  : B  + B ' = B  + B ' .  EntSo a composiçSo de v ic a r iâ n c ia s :1 1 1 2  2 tr t
C  : (A  + A '  = A + A ' )  +  ( t B + B ;  =  b + b ;  )1 | 1 1 Z Z | | 1 1 Z Z ;
v i  c a r i a n o  i a  1 v i c a r i a n c i a  2
deve ser ca lc u lad a  p ela  composiçSo das v ic a r iâ n c ia s  1 e 2 , o que 
se dá da seguinte  m aneira : prim eiro  somam-se os lados esquerdos 
das duas v ic a r iâ n c ia s . 0  resultado  c o n stitu irá  o lado esquerdo 
da equaçSo que d e fin e  a v ic a r iâ n c ia  r e s u lta n te :
(A i+A'i ) + (B -HB* ) = (A i+A'i+B'i )
Graficam ente essa  composiçSo se dá como segue :
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ŒD , CED —  >-v
/  \  -h- /  \  —  /*■— N  ^ ^  f Ë T )  riBi'
dicotom ia em B^ .
I H  E Ï D
Vô-se que esse  passo  corresponde a estabelecer  uma 
A se g u ir , somam-se os lados d ir e it o s  da mesma m aneira:
(æ z +æ ; )  + (b 2 -h b ; )  = (b 2+b ; )
Em termos g rá fico s  tem-se:
GËD c s  __ OLD
X — X  H -  ^fãT) fãrn ŒD GÜID ŒD (HD
Observa-se que a c la sse  B ± se reabsorve em , a qual 
é uma c lasse  elem entar: as c lasse s  elem entares nSo mostram 
explicitam ente  suas d iv is S e s  d icotô m icas , por isso  o encaixe  
B = * 2+*2 é simplesmente reabsorvido  em B^ já que B ^c  B^ .
Assim , a v ic a r iâ n c ia  resu ltan te  é
C  : (Ã + & ' -HB = B  +B ' )1 ' i l l  2 2 '
e a representação  g r á fic a  da mesma é :
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p Ê T )  f e r n  p B T )  (Bz7-)
d D  (® H D
A  c a r a c te r ís t ic a  da operação B^+B^ = B^ , de reabsorver 
B^ em B^ é  que d ife r e n c ia  este  agrupamento do antecedente , já 
que no agrupamento an te r io r  uma c lasse  prim ária (s e ja  B^) somada 
a uma outra  c la s s e  de mesmo n lv e l  (s e ja  B z ) sempre re su lta  numa 
c la s s e  prim ária  de n ível superior  ( C ) ,  porque necessariam ente se 
tem B 2 = B ^ , já que somente uma dicotom ia é co n siderada .
Outra d ife r e n ç a  encontrada é que no agrupamento 
a n te r io r  a soma de duas c lasse s  secundárias de mesmo n ível só 
pode c o n s t it u ir  uma t a u t o lo g ia . Por exemplo, & ' + & '  = Ã ' , B '+ B '  = 
B ' , e t c . Já neste  agrupamento das v ic a r iâ n c ia s  a soma de duas 
c lasse s  secundárias  de mesmo nível pode re su lta r  numa c lasse  
prim ária  de n ível su p e r io r . Por exem plo, = B^ .
2 . OperaçSo In versa
A  in v ersa  da operação de dedução é a subtração de uma 
c la sse  v ic a r ia n t e . A  operação inversa  de construção é a 
subtraçSo  do encaixe  v ic a r ia n t e . Se uma v ic a r iâ n c ia  for  
subtraída  d ela  mesma, o resultado  será a operação id ê n t ic a  
g e r a l .
A  extensão  de uma v ic a r iâ n c ia  corresponde à extensão
da c la s s e  em que e la  se r e a l i z a .  Se uma v ic a r iâ n c ia  menos
extensa  fo r  subtraída  a uma mais exten sa , mantém-se os en caixes
de n ível sup erio r  e eliminam-se os in fe r io r e s . Por exem plo, com
C : (& + Ã '+ B ' = B  +B ' ) e B  : (&  +A ' = &  + & ' ) ,  se tem:1 v 1 1 1 2 2 1 1 v 1 1 2 2 1 '
€ : (&  + & ' +B ' =B +B ' ) - (A + A '= &  + & ' ) = (B  + B '= B  + B ' )1 v 1 1 1 2 2 1 ' 1 1 2 2 1 ' 1 1 2 2
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Na verd ade , a operaçSo (A^+A^+B* = B 2 +B2 ' ) - (A^+A^ =
A +A ' ) r e su lta  numa equaçSo in term ed iá ria : (B' = B +B'-B ) mas2 2 ^ ' 1 2 2 1 '
por adiçSo  de B^ em ambos os membros da equaçSo obtém-se 
novamente uma v ic a r iâ n c ia , a qual c o n st itu i  o resultado  f in a l  da 
com posição.
3 . OperaçSo Id ê n t ic a  Geral
A  operaçSo id ê n tic a  g eral de v ic a r iâ n c ia s  é aquela  que 
nSo m odifica  uma v ic a r iâ n c ia  quando composta com e s t a . Essa 
operaçSo é denotada por:
0 : (0+0 = 0+0)
4 . OperaçSes Id ê n tic a s  E sp ec ia is
S2o a tau to lo g ia  e a reabsorçSo , is t o  é ,  a composição 
de uma v ic a r iâ n c ia  com e la  mesma ou com uma v ic a r iâ n c ia  de n ível 
superior  da qual e la  faça  p arte , de acordo com o p r in c íp io  de 
contigü idade  já com entado.
5. Assoeiatividade
A a sso c ia tiv id a d e  segue a regra g e r a l , como no 
agrupamento a n te r io r .
11.7
A6 OS AGRUPAMENTOS M ULTIPLICATIVOS DE CLASSES
Neste c ap ltu lo  serão estudados os do is  agrupamentos 
m u lt ip lic a t iv o s  de c la s s e s . Será v is to  prim eiram ente o 
agrupamento secundário  em A 6 . 1 ,  e a segu ir  o agrupamento 
prim ário em A 6 .2 .
A 6 .1 Agrupamento M u lt ip lic a t iv o  Secundário  das C lasses  ou
Agrupamento I I I :  m u ltip licaçã o  co-unívoca das c lasses
Como fo i  v is t o  anteriorm ente , a m ultiplicação  de duas 
c lasse s  corresponde à operação de in tersecçã o , ou s e ja , a 
encontrar a maior das c la s s e s  in c lu íd a  simultaneamente em ambas.
Em outras p a la v r a s , a m ultip licaçã o  de A por B 
c o n siste  em determ inar a p arte  comum a essas  duas c la s s e s .
0  produto A xB  determ ina a c la s s e  A B  à qual pertencem 
todos os in divíduos  que pertencem  a A e a B  ao mesmo tempo:
A x B  = A B
Se as c lasse s  A e B  não são d is ju n t a s , então A B  não é 




Além d is s o , A B  £ A e A B  £ B .
No caso de a c la s s e  A e sta r  completamente in c lu íd a  em
B ,  sem que a recíproca  s e ja  v e rd a d e ir a , o produto A B  será 
equ iv alente  à extensão da c la s s e  A .  Porém e x is te  uma d ife re n ç a  
semântica entre  as c la s s e s  A e A B :  enquanto A s ig n i f ic a  "o
118
conjunto  dos elem entos caracterizado s  pelo  predicado  a,", A B  
s ig n i f ic a  "o  conjunto  dos elementos caracterizado s  pelos 
predicados a, e 6 ao mesmo tem po". Em outras p alav ras , enquanto A 
denota uma c la sse  is o la d a , A B  denota esta  mesma c lasse  A mas 
relativam ente  a seu en caixe  em B .
Por outro la d o , se duas c lasses  Bi e B 2 estiverem  
totalm ente in c lu id a s  uma na outra , seu produto BiBz equ ivale  em 
extensSo  a qualquer uma das du as , ou s e ja , sSo os mesmos 
elem entos :
Se Bi =  B 2 entSo Bi x B 2 *= B 1B 2 =  Bi =  B 2O © O
Mas a id e n tid a d e  dos elementos contidos em Bi e B 2 nSo 
acarreta  a id e n tid a d e  de suas sub classes , pois  Bi e B 2 podem 
d iv id i r  os mesmos elem entos segundo duas espécies  d ife re n te s  de 
e n c a ix e s . Por exem plo, se Bi é a c lasse  dos "seres  humanos" e 
B 2 é a c la s s e  dos "an im ais  r a c io n a is " , entSo Bi pode se d iv id i r  
em Aí , "hom ens" e A i' , "m u lh e re s ", e B 2 pode se d iv id ir  em A z , 
"c r ia n ç a s " e Az' , " a d u l t o s " .  O ra , Ai nSo é ig u a l  nem a Az nem a 
* 2' e A i' também nSo é ig u a l  nem a A 2 nem a A 2' . Portanto só 
e x is te  e q u iv a lên c ia  m u lt ip lic a t iv a  entre Bi e B z . Mais a d ia n te , 
em A 6 .2 ,  serSo v is t a s  as d iferen ç as  fundam entais entre  a 
e q u iv a lê n c ia  m u lt ip l ic a t iv a  e a equ iv alên cia  a d it iv a , v is t a  
anterio rm en te .
A m u ltip licaçã o  de Bi (=Ai+Ai' ) por Bz (=A2+Az* ) 
c o n siste  em justapor  os encaixes  e x isten tes  entre essas 
c la s s e s . A ssim , a c la s s e  resultante  BiBz (=BixB2) terá como 
sub classes  as combinações p ossív eis  entre as subclasses  de Bi e 
de B 2, ou s e ja :
Bi x Bz = BiBz = AiAz + AiAz' + A i 'A z  + A i 'A 2#
A operaçSo acima será chamada de "m ultip licaçã o  
b iu n iv o ca  das c l a s s e s " .  E la  será a operaçSo fundamental do 
agrupamento prim ário  das c la s s e s , que será v is to  em 6 . 2 .  Por
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o ra , será considerada  uma s im p lificaçS o  desta  operaçSo 
m u lt ip l ic a t iv a , baseada numa m u ltip licaçSo  de um a m uitos, e 
portanto  co-unlvoca.
A m u ltip licaçSo  co-univoca das c lasses  co n siste  em 
tomar uma c la s s e  Xi da seqüência  de c lasses  Ai c  Bi c  Ci c  . . . ,  
sem lev ar  em conta seus p o ssív e is  e n c a ix e s , e uma c lasse  Xz, 
com preendida em outra seqüência  Az c  Bz cr Cz c  . . . ,  levando em 
conta seus e n c a ix e s , is to  é ,  considerando  as c lasse s  secundárias  
da e stru tu ra :
GÊED
Esta  estrutura  determ ina que Xz = A 2 + A 2' + Bz ' + . . .  
+ Yz. EntSo a m u ltip licaçSo  co-unlvoca de Xi e Xz determ inará as 
partes  comuns de Xi e X2, ou s e ja , as partes comuns entre Xi e 
todas as c lasse s  elem entares da seqüência  A z , A 2' , Bz ' , . . . ,  Xz, 
que por sua uniSo  constituem  os en caixes  de Kz. Por exem plo:
Ai x Az = AiAz onde Ai =  Az =  A 1A 2e ©
Outro exemplo é :
Bi x B 2 = B 1A 2 + B 1A 2' = B 1B 2 onde Bi =  B 2 =  BiBzo o
Esse últim o exemplo pode se mostrado da seguinte  
m aneira com á rvo res :
Como um t e r c e ir o  exem plo, tem-se:
C i x C z  =  C iA z  +  C i A z '  +  C 1 B 2 ' =  C1B2  
Em termos de árvores esse  exemplo f ic a  como:
C i ] X ( C 2D = ( C 1C 2 ]
/-— X
f Bz D ( B2 'J ( C iB z ] ( C i B z' ]
yX( Az D [ &2 '] f C IA Z ) ( C i & z' )
Essa operaçSo determ ina que uma c lasse qualquer Xi só
pode conter c lasse s  de n lv e l  igu al ou in fe r io r  a e la  mesma.
1 . OperaçSo Diret-a
A composiçSo das operaçSes d ir e ta s  é  a m ultip licaçSo  
co-unlvoca das c la s s e s , ou s e ja :
A i  x A2 =  AlÃZ
B i  x Bz =  B i& z  +  B1&2' =  B i ( A z + A 2 *  ) =  B i B z
C i  x C z =  C1A2 +  C 1A 2' +  C 1 B 2 ' =  C i  (& 2 + & 2 ' + B z '  ) =  C1C2
A operaçSo d ir e t a  co n siste  entSo em compor uma c lasse  
Xi com as d iv ersas  c la s s e s  que e la  pode conter segundo o 
c r it é r io  de d iv is S o  de Xz.
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2 . OperaçSo In v e rsa
A operação in v ersa  deste  agrupamento será. chamada de 
"d iv isã o  de c la s s e s "  ( :  ) . Seu s ig n ific a d o  é a abstração dos 
encaixes  e s t a b e le c id o s . Por exem plo:
AiAz : Ai = Az e AiAz : Az = Ai
As expressões acima s ig n ifica m  que o produto A ixA z, 
abstração  f e i t a  de A i , equ iv a le  a A z , e o produto A ixA z, 
abstração  f e i t a  de A 2, e q u iv a le  a A i .
3 . OperaçSo Id ê n t ic a  Geral
A  id ê n t ic a  geral não é a c lasse  v a z ia  0 como nos 
agrupamentos a d it iv o s , mas a c la sse  to tal do sistem a: Zí. Is to  
porque a abstração  ou d iv is ã o  ló g ica  co n siste  em elim inar  um 
e n c a ix e . A ssim , se A x B  = A B ,  A B xC  = A B C , ABCxtD = ABCID, e t c , a 
in v ersa  é :
A B  : A = B  
A B C  : A B  = C  
ABCCD : A B C  = (D 
• • •
o u :
A B  : B  = A 
A B C  : C  = A B  
ABCtD : [D = A B C  
• • •
O ra , mesmo se fo r  tomada uma c lasse  A ,  ou outra 
q ualqu er , d is s o c ia d a  de todos os seus encaixes p ossíveis  em B ,
C ,  [D, e t c , não se pode d isso c iá - la  de seu encaixe  na c la sse  





Sabe-se que a id ê n tic a  geral reulta  da composiçSo da 
operaçSo d ir e ta  por sua inversa  e portanto de :
( * )  R : R
Como toda c lasse  equ ivale  a seu próprio  en caixe  em U, 
substitu- se o R a d ir e it a  da expressSo  (* )  por seu eq u iv a lente  
RU. D a l , ( * )  se transform a em:
RU : R
Pela  d e fin iç S o  da operaçSo de abstraçSo  tem-se entSo
que :
RU : R = U portanto R : R = U 
Por outro lad o , tem-se
RU : U = R 
Mas como A = RU volta- se a t e r :
RU : U = RU
E a in d a :
U : U = U
Is so  s ig n i f ic a  que a c la s s e  U desem penha, neste 
agrupam ento, o mesmo papel da unidade (1 ) no grupo 
m u lt ip lic a t iv o  dos in t e ir o s , por exem plo:
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4 x 1  = 4
4 : 1  = 4
1 : 1  = 1
1 x 1  = 1
4 . Id ê n t ic a s  E sp e c ia is
Aqui e x is te  novamente a tau to lo g ia  como nos 
agrupamentos a d it iv o s :
A x A = A 
B  x B  = B
Mas ao invés da reabsorçSo  da parte  no todo , tem-se 
uma operaçSo que equ iv ale  á cúbsorçÕLo do todo na p a r te . De fa to , 
se A c  B ,  entSo A x B  = A B  = A .  Portanto :
B 1A 2 x B 1B 2 = BiAz
5. Assoeiatividade
A a ss o c ia t iv id a d e  é sem elhante à dos agrupamentos 
a d it iv o s : geral nas seqüências de operaçSes todas d ir e ta s  (x) ou 
todas inversas  ( :  ) ,  e posta  a prova nas seqüências m istas pela  
presença de id ê n t ic a s  e s p e c ia is . Um exemplo de composição de 
operaçSes inversas  é :
( : A ) : B  = ( :A B )
Atribui- se  a e la  o sen tid o  se g u in te : "a b s t r a ir  a 
c lasse  A composto com a b str a ir  a c la sse  B  equ iv ale  a a b stra ir  
todo o encaixe  A B " .
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A 6 .2 Agrupamento M u lt ip l ic a t iv o  Prim ário  das C lasses ou
Agrupamento IV : m u ltip licaçSo  b i unívoca das c lasses
Nesta  seçSo será considerada  novamente a operaçSo de 
m u lt ip lic aç S o , desta  vez tomando cada c lasse  uma das duas 
c lasse s  envolvidas  na m u ltip lic aç S o  segundo sua decomposição em 
c lasse s  elem entares . Tem-se assim  a m ultip licaçSo  de duas 
seqüências de c la s s e s  elem entares A i , A i' , B i , . . .  x A z ,
A z' , Bz ' , . . .
Tal operaçSo c o n s t it u i  tab elas  como a seg u in te : sejam  
duas c lasse s  B± e C z , correspondendo ambas ao conjunto  dos 
anim ais . Porém a c la s s e  Bi d is t r ib u ir á  os anim ais em Ai 
(vertebrados) e A i' ( in v e r t e b r a d o s ). A  c lasse  Cz d is t r ib u ir á  os 
mesmos anim ais em Az (t e r r e s t r e s ) ,  A z ' (aquáticos) e Bz' (aptos 
a v o a r ) . A  m u ltip lic aç S o  Bi x Cz co n siste  em determ inar a parte  
comum entre as c la s s e s  Bi e C z , portanto de tornar exp líc ito s  
seus e n c a ix e s :
Bi
r------1------ 1A i A i'
{Az Az'
Bz'
Portanto  a c la s s e  BiCz c o n sist irá  na uniSo  de t a is
e n c a ix e s :
Bi x Cz = AiAz + AiAz' + A iBz ' + A i 'A z  + A i 'A 2' + A i 'B z ' = BiCz 
1 . OperaçSo D ir e ta
A operaçSo d ir e t a  é a m ultip licação  b inívoca  das
c l a s s e s :
A i  Az A i '  Az
A i  A z ' A i '  A z '
A i B z ' A i '  B z '
12 5
A i  x Az =  A1A2
B i  x B2 =  A iA z  +  A 1 A 2 ' +  A i ' A 2  +  A i 'A2*
B 1 B 2  x B a = A i A z A s  +  A iA 2 A s '  +  A i A 2 ' A s  +  . . .  +  A i ' A 2 ' A 3*
6 1C . . .
2 . Operação In v ersa
Como no agrupamento anterio r  é a d iv isã o  ló g ic a  ou
abstraçã o :
B i B z  : B z  = B i  
B i  : B i  =  U
3 . Operação Id ê n t ic a  Geral 
A  operação id ê n t ic a  g eral é U, porque:
B i  x V. — B i  
B i  : U  =  B i  
B i  : B i  =  U
4 . Operações Id ê n t ic a s  E sp ec ia is
As operações id ê n tic a s  e sp e c ia is  são , como no 
agrupamento a n t e r io r , a t a u to lo g ia :
A x A = A
e a absorção do todo na p arte :
A x B  = A
Portanto  cada c la s s e  desempenha o papel de id ê n t ic a  em 
relação  a e la  mesma e as c la s s e s  nela  en caixad as .
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5 . A s s o e ia t ividade
A regra de a sso c ia tiv id a d e  é id ê n t ic a  à do agrupamento
a n te r io r .
Este  é o mais geral dos agrupamentos de c la s s e s , no 
sentido  de que os outros três  podem ser derivados d e s t e . De 
fa t o , o agrupamento prim ário das c lasse s  c o n s t it u i  uma das 
seqüências ft, IB, C ,  . . . ,  que sSo operadas na m u ltip licaçSo  
b iu n iv o c a . 0  agrupamento das v ic a r iâ n c ia s  perm ite e stab elecer  a 
e q u iv a lên c ia  &±+&i' = Az+Ã2' , o que p o s s ib i l it a  a comparaçSo de 
Bi (=Ai+Ai* ) com B 2 (= & 2+A2' ) ,  perm itindo  assim  a sua 
m u lt ip lic a ç S o . F inalm ente , o agrupamento das m u ltip licaç Ses  
co-univoca das c lasse s  é apenas uma lim itaçSo  deste  quanto ao 
prim eiro  termo da m u lt ip lic aç S o .
Este agrupamento marca o fim  da ló g ica  das c lasse s  e o 
i n ic io  da ló g ica  das proposiçSes e dos co n ju n to s . E le  está no 
ponto de in ic io  da ló g ica  das proposiçSes porque o conjunto  
m u lt ip lic a t iv o  + A 1A 2' + Ã i ' &2 + &i‘ &z' corresponde ao que
se chama de afirmação tautológica em ló g ic a  das p ro p o siçSes :
)v(p/v-q)v (-p/^q)v (—p/v-<q) .  Esta  afirm açSo  tau to ló g ica  está  no 
ponto i n i c i a l  das 16 combinaçSes b in á r ia s  p o ssív e is  com as 
operaçSes b i- p ro p o sic io n ais , ou s e ja , todas as operaçSes ló g icas  
sobre duas proposiçSes podem ser  derivadas  desta  expressSo  
através da exclusSo  de uma, d u as , três  ou todas as com binaçSes 
entre  p e q .
Este  agrupamento também pertence  à t e o r ia  dos 
conjuntos porque as estriituras BíB2, BÍB2B 3, e t c , constituem  
subconjuntos que formam os conjuntos das partes de um sistem a de 
d o is , t r ê s , e t c , co n ju n tos .
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